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Предисловие 

Свободная конвекция является предметом систематических исследова-
ний уже более ста лет. Однако в подавляющем большинстве до конца 
прошлого века они были посвящены конвекции, обусловленной внешни-
ми граничными условиями. Проблемы безопасности атомной энергетики, 
особенно после аварий на АЭС в Three Mile Island и Чернобыле, выдви-
нули новый класс задач — о свободной конвекции жидкостей, обладаю-
щих внутренними источниками тепла. Фундаментальные исследования 
таких задач ведутся в Институте проблем безопасного развития атомной 
энергетики РАН с самого его основания. Работы этого цикла, вошедшие 
в сборник, в отношении подходов могут быть условно разбиты на три 
направления. 

Одно из них базируется на аналитических оценках, вытекающих из свойств 
симметрии, законов сохранения, а также соображений подобия и размер-
ности. Преимущества этого метода заключаются в возможности получения 
общей качественной (а также полуколичественной) структуры решения 
задачи и в отсутствии ограничений на область изменения ее параметров. 
Результаты этого направления изложены в статьях I—III, V, VI. В работе I 
произведена классификация режимов теплоотдачи тепловыделяющей 
жидкости, находящейся в замкнутом объеме, и получены интегральные 
закономерности в зависимости от мощности внутренних источников тепла. 
В исследовании II найдено распределение теплового потока на нижнем 
участке границы занимаемого жидкостью объема. В статье III установлена 
структура свободно-конвективного пограничного слоя в присутствии маг-
нитного поля. В работе V исследованы закономерности теплоотдачи жид-
кости в квазидвумерной геометрии, используемой для экспериментально-
го моделирования. В статье VI изучены характеристики свободной кон-
векции тепловыделяющей жидкости, охлаждаемой с границы, с неодно-
родным распределением внутренних источников тепла. 

Второе направление состоит в сочетании аналитических и численных под-
ходов. Этот метод, сохраняя достоинства первого направления, дал возмож-
ность получить ряд количественных результатов при существенной эконо-
мии вычислительных ресурсов. В работе IV предложен упрощенный метод 
расчета и на его основе численно решена задача о ламинарной конвекции в 
цилиндрическом и полусферическом объемах. К этому направлению при-
мыкает статья VII, в которой построена модель и выполнен численный рас-
чет двухфазного течения в пористой тепловыделяющей среде. 

Наконец, третье направление состоит в прямом численном моделировании 
путем использования современных CFD-кодов. Ценность таких расчетов в 



 

том, что они по своей сути являются численными экспериментами. Резуль-
таты этих подходов представлены в работах VII—XII. В статье VII на основе 
коммерческого кода Fluent проведено численное моделирование экспе-
риментов по свободной турбулентной конвекции жидкости между плоско-
параллельными пластинами и экспериментов по конвекции тепловыде-
ляющей жидкости в полусферическом сосуде. В работах VIII и X на основе 
современных кодов исследована конвективная теплоотдача расслоенного 
расплава материалов активной зоны (кориума), находящегося внутри 
массивного стального корпуса, который может образоваться при гипоте-
тической аварии реактора типа ВВЭР-1000. В статье IX представлены 
результаты численного моделирования процессов разогрева и плавления 
материалов активной зоны с учетом влияния высокочастотной магнитной 
гидродинамики. В работе X для изучения взаимодействия расплавленных 
кориумных масс с бетоном разработаны новая математическая модель и 
программное обеспечение, позволяющие моделировать широкий спектр 
тепло- и массообменных процессов. Прямое численное моделирование 
проводилось также в статьях V и VI. 

Отдельно следует отметить работу XIII. В ней построена термодинамиче-
ская модель процессов фазового расслоения многокомпонентной жидко-
сти с внутренними источниками тепла, моделирующей расплав материалов 
активной зоны на днище корпуса реактора типа ВВЭР при тяжелой аварии. 

Мы надеемся, что материалы этого сборника дадут читателю возможность 
составить достаточно полное представление о работах, ведущихся в ИБРАЭ 
РАН по свободной конвекции жидкости с внутренними источниками тепла. 

 

Л. А. Большов, 

П. С. Кондратенко, 

В. Ф. Стрижов 



I. Полуколичественная теория конвективной 
теплоотдачи жидкости с внутренними 

источниками тепла 

Л. А. Большов, П. С. Кондратенко, В. Ф. Стрижов 

1. Введение 

При анализе сценариев тяжелых аварий на АЭС с разрушением активной 
зоны возникает проблема удержания радиоактивного расплава в корпусе 
реактора. Для ее решения требуется знать распределение теплоотдачи рас-
плава по границе корпуса. Отсюда возникает задача о свободной конвекции 
тепловыделяющей жидкости, заключенной в замкнутом объеме. 

Цель настоящей работы — получить полуколичественные соотношения для 
теплоотдачи энерговыделяющей жидкости, базируясь на современных 
представлениях о свободной конвекции. В разделе 2 сформулирована об-
щая картина конвекции. В разделе 3 получен ряд соотношений на основе 
условий баланса энергии. В разделе 4 произведена классификация основ-
ных режимов теплоотдачи и получены полуколичественные соотношения 
для них. В разделе 5 проанализирован асимптотический режим теплоотда-
чи. В разделе 6 дано сравнение полученных результатов с экспериментом. В 
заключительном разделе кратко подведены итоги работы. 

2. Общая картина конвекции 

Будем предполагать, что занимаемый жидкостью с внутренними источни-
ками тепла объем ,V  схематически изображенный на рис. 1, отвечает 

фигуре вращения вокруг вертикальной оси и обладает плоским верхним 

горизонтальным участком границы площади 
up
.S  Остальную, обращенную 

вниз часть границы будем обозначать 
dn
.S  Всю границу объема S  будем 

считать твердой и изотермической. Вертикальный размер объема (высоту) 
обозначим .H  

Общую картину конвективного теплопереноса в объеме V  можно пред-
ставить следующим образом. 
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С помощью горизонтальной плоскости, проходящей через точку максимума 
по объему от среднего по времени значения температуры жидкости, весь 
объем V  можно мысленно разделить на две части. Для течения в верхней 

части 
+

V  с высотой 
+

H  (см. рис. 1) в силу инверсного распределения 

температуры складывается ситуация, близкая к условиям для конвекции 
Рэлея—Бенара (РБ) [1, 2]. Свободно-конвективное течение, возникающее 
таким способом, обеспечивает передачу тепла к верхней горизонтальной 

части границы 
up
.S  Передача тепла к обращенному вниз кривому участку 

границы площади 
dn

S  определяется тонким по сравнению с H  погранич-

ным слоем (ПС), в котором жидкость стекает вниз. Медленное возвратное 
течение жидкости в условиях положительного градиента температуры по 
вертикали вверх не препятствует формированию состояния устойчивой 
температурной стратификации вне пограничного слоя в нижней части 

объема .V
−

 

 
Рис. 1. Центральный вертикальный разрез занимаемого  

жидкостью объема 

В этой работе нас будут интересовать интегральные закономерности теп-

лоотдачи, т. е. усредненные отдельно по участкам границы 
up

S  и 
dn
.S  

Их вывод будет базироваться на следствиях, вытекающих из общего условия 
энергетического баланса и фрагментарного сходства между процессами 
теплопередачи в жидкостях с внутренними источниками тепла и без них. 

Несколько замечаний о способе описания результатов. Основными харак-
теристиками теплоотдачи жидкости с внутренними источниками тепла 
являются распределение плотности потока тепла к границе q  и макси-

мальное превышение температуры жидкости в объеме над температурой 
границы .TΔ  Закономерности, связанные с этими характеристиками, 
удобно представлять в виде зависимостей безразмерных чисел Нуссельта 
Nu  и Рэлея Ra,  определенных соотношениями 
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 Nu,
T

q
H

λΔ
=   

 
3

Ra
g THαΔ

=
νχ

,  

от модифицированного числа Рэлея  

 
5

Ra .
I

g QHα
=

λνχ
  

В приведенных формулах ,λ  ,ν  χ  и α  — теплопроводность, кинематиче-

ская вязкость, температуропроводность и термический коэффициент объем-
ного расширения жидкости соответственно; H  — характерный линейный 
размер по вертикали занимаемого жидкостью объема (высота); g  — ускоре-

ние земного тяготения; Q  — плотность мощности внутренних источников 

тепла, распределение которых предполагается однородным. Естественно, что 
число Нуссельта, характеризуя распределение потока тепла к границе, являет-

ся функцией координат на поверхности границы. Число Ra
I

 по существу есть 

безразмерная мощность внутреннего тепловыделения жидкости. 

3. Условие энергетического баланса 

Условие стационарного энергетического баланса для жидкости с одно-
родно распределенными источниками тепла, отвечающими объемной 
плотности мощности Q , имеет вид 

 Nu

S

T
dS QV

H

λ ⋅Δ
⋅ =∫  (1) 

(обозначения TΔ  и Nu  даны в разделе 2). Отсюда, выражая величины 
TΔ  и Q  через обычное и модифицированное числа Рэлея (см. раздел 2), 

приходим к соотношению 

 Ra Nu Ra .
I

⋅ =  (2) 

В нем величина Nu  имеет смысл усредненного по всей границе числа 
Нуссельта и определена равенством 

 ( )up up dn dnNu Nu Nu ,
H

S S
V

= +  (3) 
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в котором 

 

1
Nu Nu

i

i

i S

dS
S

= ⋅∫ (где up, dn)i =  (4) 

суть частично усредненные значения числа Нуссельта — по обращенным 
вверх и вниз участкам границы. 

Теоретические зависимости характеристик теплоотдачи, а также соответ-
ствующие им результаты экспериментального и численного моделирования 
обычно выражаются степенными функциями. Определим показатели 

экспонент 
i
γ , 

i
β  (где up, dni = ), β  и ε  соотношениями 

 
Nu ~ Ra , Nu ~ Ra ,

Nu ~ Ra , Ra ~ Ra ,

i i

i I i

I

γ β

β ε
 (5) 

в которых опущены численные коэффициенты порядка единицы. 

Подстановка соотношений (5) в (2) ведет к установлению следующих 
важных связей между показателями степеней: 

 ( )
1

1 ,
−

ε = +β  (6) 

 .
1

i

i

β
γ =

+β
 (7) 

Наша дальнейшая задача состоит в том, чтобы определить степенные по-

казатели
up
,γ  

dn
γ  и ε , отвлекаясь от численных коэффициентов при сте-

пенных зависимостях порядка единицы, установление которых находится 
за пределами возможностей излагаемой здесь полуколичественной тео-
рии. Будем предполагать, что число Прандтля принимает значения больше 
или порядка единицы, Pr 1.≥  

Заметим, что зависимости (5) с постоянными показателями экспонент 

справедливы в ограниченных интервалах изменения числа Ra ,
I

 отве-

чающих определенным комбинациям режимов теплопередачи к участкам 

границы 
up

S  и 
dn
.S  Изменение этих режимов ведет к изменению (резкому 

или плавному) показателей степеней. 

4. Основные режимы теплоотдачи 

В нашем последующем анализе теплоотдачи тепловыделяющей жидкости 
мы будем исходить из двух аналогий с жидкостью без внутренних источ-
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ников тепла. Первая состоит в подобии между процессами конвекции в 

объеме 
+

V  рассматриваемой здесь задачи и конвекцией Рэлея-Бенара. 

Вторая аналогия заключается в близком сходстве пограничных слоев, 
формирующихся в двух типах жидкостей. Правомерность обеих аналогий 
основана на следующих соображениях. В интересующей нас области 
больших значений числа Рэлея, Ra 1,>>  главная часть теплосопротивле-

ния при передаче тепла к границе обусловлена тонкими приграничными 
тепловыми слоями. Их толщина много меньше характерного линейного 
размера всего объема жидкости, определяемого высотой .H  Поэтому 
мощность тепловыделения в указанных слоях пренебрежимо мала по 
сравнению с тепловыми потоками, проходящими через эти слои. Отсюда 
следует, что выделение тепла в данных слоях практически не оказывает 
влияния на их структуру и, соответственно, на характеристики теплоотда-
чи. Перечислим основные характеристики режимов теплопередачи жид-
кости без внутренних источников тепла, являющихся прототипами для 
тепловыделяющей жидкости (конвекция РБ и ПС). 

Конвекция РБ, происходящая в горизонтальном плоскопараллельном слое 

жидкости высоты ,H
+

 подогреваемом снизу, имеет следующие режимы 

теплопередачи, отличающиеся друг от друга величинами показателя 
RB

β  в 

соотношении для числа Нуссельта 

 Nu ~ Ra ,RB

RB

β

+  (8) 

где ( )Ra Ra .H H
+ +
= →  В интервале значений числа Рэлея 

1 2
Ra Ra Ra

c c
< <  имеет место ламинарный режим конвекции, и 1 / 4

RB
β =  

[3]. В области 
2 3

Ra Ra Ra
c c
< <  осуществляется режим мягкой турбулент-

ности, и 1 / 3
RB

β =  [4]. Наконец, при числах Рэлея 
3

Ra Ra
c

>  имеет место 

режим жесткой турбулентности с 2 / 7
RB

β =  [4]. Критические значения 

1
Ra

c
, 

2
Ra

c
 и 

3
Ra

c
 зависят от аспектного отношения / ,A D H

+
=  где  

D  — горизонтальный размер ячейки РБ. 3

1
Ra ~ 10

c
 при значениях 

1.A >  При значении 1A ≈  5

2
Ra 2 10

c
= ⋅  и 7

3
Ra 4 10

c
≅ ⋅  [4]. В случае 

6,5A =  4

3
Ra 10

c
≅  [5]. Исходя из двух последних фактов, можно пред-

положить, что при достаточно больших значениях аспектного отношения 

ламинарное течение в слое РБ с ростом числа Ra
+

 при значениях 

1
Ra Ra

c+
>  испытывает переход к режиму жесткой турбулентности непо-

средственно, минуя режим мягкой турбулентности, который в этом случае 
не реализуется. 
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Пограничный слой на вертикальной стенке в жидкости без внутренних 
источников тепла, являющийся прототипом для ПС на участке границы 

dn
S  объема с тепловыделяющей жидкостью, может находиться в двух 

режимах теплопередачи, отличающихся показателем степени в соотноше-
нии для числа Нуссельта 

 Nu ~ Ra .BL

BL

β  (9) 

Это ламинарный режим с 1 / 4
BL

β =  [6] и турбулентный — с 1 / 3
BL

β =  

[7]. Переход между двумя режимами происходит при значении числа 

Рэлея, равном критическому значению 
*

Ra Ra ,=  которое зависит от чис-

ла Прандтля. Согласно теоретическим оценкам [8] эта зависимость при 

значениях Pr 1>  имеет форму 2

*
Ra ~ Pr .  В то же время имеющий здесь 

место численный коэффициент, как показывает опыт, способен меняться 
от эксперимента к эксперименту на два порядка [9, 10], что может нивели-
ровать данную зависимость в случае, когда Pr  меняется в не слишком 
широких пределах. Следует отметить, что согласно эксперименту критиче-
ское число Рэлея для смены режимов в ПС оказывается выше критического 
значения этого числа для перехода от мягкой турбулентности к жесткой в 

конвекции РБ, т. е. 
* 3

Ra Ra .
c

>  

В ходе дальнейшего анализа будем считать, что каждый режим теплоотдачи 

во всем объеме V  тепловыделяющей жидкости представляет собой ком-

бинацию конвективных режимов, осуществляющихся в области V
+

 и в ПС. 

Поэтому с учетом определения числа Nu  имеем 

 

1 3

up
Nu ~ Ra Ra ,

RB

RB RB
H H

H H

− β

β β

+

+ +

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (10) 

 
dn

Nu ~ Ra .BL
β  (11) 

Вследствие того что граница раздела между областями 
+

V  и 
−

V  отвечает 

максимуму среднего значения температуры, различие между величинами 

+
H  и 

−
H  тесно связано с различием между величинами 

up
Nu  и 

dn
Nu .  

С учетом неравенств 

 , 1 3 1
RB BL BL RB

β −β << β − β <<  (12) 

и ввиду того, что при значениях модифицированного числа Рэлея 
13 14

Ra 10 10
I
≤ ÷  поочередно реализуются случаи 

RB BL
β > β  и наоборот, 
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можно считать, что в этом диапазоне / 2H H
+
≈ , и, соответственно, поло-

жить ( )Ra 1/8 Ra.
+
≈  В этой же области чисел Ra

I
 в силу определений 

(3), (5) имеет место соотношение 

 
up dnup dn

.
2 2

β −ββ +β
β = ±  (13) 

С учетом соотношений (10), (11), (13) и на основе изложенной выше 
информации о характеристиках теплопередачи в жидкости без внутренних 
источников тепла, в отношении тепловыделяющей жидкости могут быть 
выделены четыре основных режима теплоотдачи, которые отличаются 

типами конвекции в области 
+

V  и в ПС и, соответственно, показателями 

степеней β , ε  и 
i
γ , определенными соотношениями (5). 

I. ( ) ( )1 2

Ra Ra Ra :
I I I
< <  ламинарная конвекция в области 

+
V и в ПС 

 

up dn0,25, 0,8, 0, 2.β = ε = γ = γ =
 

(14) 

 

II. ( ) ( )2 3

Ra Ra Ra :
I I I

< <  мягкая турбулентность в области V
+

, ламинарное 

течение в ПС 

 
up dn

0, 290 0,040,   0,775 0,025,

0, 263 0.008, 0,195 0,005.

β = ± ε = ±

γ = ± γ = ±
 (15) 

 

III. ( ) ( )3 4

Ra Ra Ra :
I I I

< <  жесткая турбулентность в области 
+

V , ламинар-

ное течение в ПС 

 
up dn

0, 270 0,020,  0,790 0,030,

0, 225 0,004, 0,197 0,003.

β = ± ε = ±

γ = ± γ = ±
 (16) 

 

IV. ( ) ( )4 42
Ra Ra 10 Ra :

I I I
< < ⋅  жесткая турбулентность в области 

+
V , комби-

нация ламинарного и турбулентного течения в ПС 

 
up dn

0,31 0,025, 0,765 0,015,

0, 218 0,004, 0, 255 0,005.

β = ± ε = ±

γ = ± γ = ±
 (17) 

Значения степенных показателей, указанных для режима IV, соответствуют 
концу отвечающего этому режиму интервала значений числа Рэлея. 
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В соответствии с приведенными характеристиками теплопередачи в 
жидкости без внутренних источников тепла и с учетом соотношений (13), 
(5) и (6) границы между режимами I—IV (14)—(17) определены следую-
щим образом: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1,251 25

2

1.29 1,273 4

3 *

Ra 10 ,  Ra 15 Ra ,

Ra 15 , Ra 15 Ra .

I I c

I c I
Ra

≅ ≅

≅ ≅

 (18) 

Значения величин ( )2
Ra

I
 и ( )3

Ra
I

 зависят от аспектного отношения A  об-

ласти 
+

V , а величины ( )4
Ra

I
 — от числа Прандтля. При достаточно больших 

значениях отношения A  режим II может отсутствовать вовсе, и тогда ре-
жим III следует непосредственно за режимом I. Как уже отмечалось, имеет 
место некоторая неопределенность в зависимости критического значения 

*
Ra  от числа Pr .  Соответственно эта неопределенность отражается и на 

значении граничного значения ( )4
I

Ra . В качестве примера, для жидкости с 

теплогидродинамическими характеристиками, отвечающими воде, указан-

ное граничное значение приблизительно равно ( )4 13
Ra 2,5 10

I
≅ ⋅  [11]. 

Интервал значений числа Ra
I

 от 13
10  до 17

10  представляет наибольший 

интерес для проблемы безопасности ядерных реакторов. В этот интервал 
попадает область реализации режима IV, где происходит смена ламинар-
ного режима течения в пограничном слое на турбулентный. При значениях 

( )42
Ra 10 Ra

I I
>  турбулентная часть пограничного слоя становится доми-

нирующей. С учетом численных коэффициентов в зависимостях ( )Nu Ra  

для ламинарного и турбулентного ПС в жидкости без внутренних источни-

ков тепла [6, 7] зависимость 
dn

Nu  от Ra  в режиме IV для тепловыделяю-

щей жидкости может быть приближенно представлена в виде 

 ( ) ( )
1/ 4 1/ 31/ 3

dn * *
Nu 0,68 Ra 0,15 Ra Ra .⎡ ⎤≈ + −

⎣ ⎦
 (19) 

Процесс перестройки режима течения в ПС приводит к значительному 

усилению зависимости 
dn

Nu  от Ra.  Описывая, как и ранее, эту зависи-

мость соотношением типа (5), можно определить степенной показатель 

dn
γ  как логарифмическую производную выражения (19). При этом он 

будет функцией Ra
I

. Определим среднюю величину показателя 
dn
γ  соот-

ношением 
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 dn

dn

ln Nu
,

ln Ra
I

Δ
γ =

Δ
 (20) 

в котором 
dn

ln NuΔ  является изменением величины 
dn

ln Nu  на интервале 

усреднения от (4)
Ra

I
 до [ ](4)Ra exp ln Ra .

I I
Δ  Принимая (4) 13

Ra 2,5 10 ,
I

= ⋅ что 

соответствует жидкости с теплогидродинамическими характеристиками 

воды, и 2
ln Ra ln10 ,

I
Δ =  а также используя формулу (19), с помощью (20) 

получаем оценку для 
dn
γ  на интервале смены режима течения в ПС: 

 
dn

0,36.γ ≈  (21) 

5. Асимптотический режим 

Поскольку граница раздела между областями 
+

V  и 
−

V  определяется по-

ложением максимума среднего значения температуры жидкости в объеме 

V , то с ростом Ra
I

 при условии up dnβ ≠ β  эта граница испытывает сме-

щение, обеспечивающее минимум роста разности температур .TΔ  Вплоть 

до значения Ra
I

, равного (4)
Ra

I
, имеет место up dn ,β ≥ β  и потому с ростом 

Ra
I

 происходит медленный сдвиг границы раздела вниз. По окончании 

перехода пограничного слоя в турбулентный режим показатель 
dn

β  стано-

вится больше показателя 
up

β , и с дальнейшим ростом Ra
I

 изменения со-

отношения между этими показателями уже не ожидается. Отсюда следует, 

что на данной стадии роста числа Ra
I

 граница раздела между областями 

+
V  и 

−
V  монотонно сдвигается вверх. Это в конце концов приводит к на-

ступлению асимптотической ситуации, когда ,V V
+
<<  

+
H ,H<<  и тогда 

практически все тепло, выделяемое в объеме ,V
+

 уходит через участок 

границы 
up
.S  В этих условиях на основе соотношений (5)—(7) и (10), (11) 

и соотношения, вытекающего из условия энергетического баланса для 

области 
+

V , имеем 

 
1 3 1 7
, , , 0, 219.

3 4 4 32
dn upβ = ε = γ = γ = ≈  (22) 

Эти степенные показатели устанавливают характеристики асимптотического 
режима теплоотдачи тепловыделяющей жидкости. Условия реализации дан-
ного режима отвечают неравенству 

 1/ 32
Ra 1.

I

−

<<  (23) 
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Отметим, что асимптотика теплоотдачи для горизонтального плоскопарал-
лельного слоя жидкости с внутренними источниками тепла рассматривалась 
в работе Чанга [12]. В этой работе предполагалось, что при асимптотиче-
ски больших значениях числа Рэлея осуществляется режим конвекции 
типа мягкой турбулентности (жесткая турбулентность была открыта позже), 

и было получено значение для теплоотдачи вверх 
up

1/ 4.β =  

6. Сравнение с экспериментом 

Начнем с важного замечания, которое касается аспектного отношения 

области 
+

V  объема, содержащего тепловыделяющую жидкость. Как уже 

упоминалось, при умеренно высоких значениях числа Рэлея и при условии, 

что вся граница является охлаждаемой, имеет место оценка 2/H~H
+

. 

С другой стороны, во всех известных экспериментах отношение горизон-
тального размера моделирующего объема к его высоте было около двух 

или больше. Поэтому аспектное отношение для области 
+

V  составляет 

4≥A . В то же время нижняя граница интервала чисел Рэлея в экспери-
ментах была не меньше 104. Сопоставление этих фактов приводит к 
следующему заключению. Во всем исследовавшемся диапазоне чисел 
Рэлея, отвечающем известным экспериментам по теплоотдаче жидкости с 
внутренними источниками тепла, в соответствии с результатами [5] 

осуществлялся режим жесткой турбулентности для области 
+

V . В свою 

очередь, это означает, что режимы теплоотдачи I и II по классификации 
раздела 4 в указанных экспериментах не реализовались. 

Приступая к сравнению теории с экспериментом непосредственно, нач-
нем с эксперимента Кулаки и Эмара [13], наиболее подходящего с точки 
зрения апробации теории. Напомним, что в этом эксперименте исследо-
валась теплоотдача вверх для горизонтального плоскопараллельного 
слоя жидкости с внутренними источниками тепла с теплоизолированной 
нижней границей. Аспектное отношение моделирующего объема 

(
H

D
A = ) изменялось в пределах от 2 до 40, а модифицированное число 

Рэлея было заключено в интервале от 2·104 до 4·1012 (см. формулу (3)). 

Так как малым значениям Ra
I

 отвечали большие значения отношения 

A , то в соответствии со сделанным выше замечанием можно считать, 
что весь исследовавшийся в работе [17] диапазон чисел Рэлея соответ-
ствовал режиму жесткой турбулентности для конвекции Рэлея — Бенара. 
Поэтому в вытекающую из (7) формулу для показателя степени, опреде-
ляющего в рассматриваемом эксперименте теплоотдачу вверх, 
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up

1

RB

RB

β
γ =

+β
 (24) 

следует подставить 
2

7
RB

β = , и мы получим theor

up 0,222.β ≅  Эта величина 

находится в хорошем согласии с экспериментальным значением данного 

степенного показателя [9] exp

up
0,227.β =  Такое близкое совпадение безус-

ловно следует рассматривать и как экспериментальное доказательство анало-

гии между механизмами теплопередачи в области ,V
+

 относящейся к объему, 

содержащему тепловыделяющую жидкость, и конвекцией Рэлея — Бенара. 

Два других эксперимента — [14, 15] и [16] — соответствуют постановке с 
моделированием полностью изотермических граничных условий в интер-
вале значений модифицированного числа Рэлея до ~1013 и, следовательно, 
по классификации раздела 4 отвечают режиму III. В табл. 1 дано сравне-
ние экспериментальных и теоретических значений степенных показателей, 
относящихся к данным экспериментам. 

Таблица 1. Сравнение теории с экспериментом, моделирующим 
теплоотдачу с полностью изотермическими граничными условиями 
при умеренно высоких значениях модифицированного числа Рэлея 

up
γ  

dn
γ  

эксп. теор. эксп. теор. 

0,23 

[16, 19] 

0,18 

[16, 19] 

0,233 

[21] 

0,225±0,004 
0,19 

[21] 

0,197±0,003 

аблица 3.1. Сравнение теории с экспериментом, моделирующим те 

На установке ACOPO в работе Теофануса и Ли [17] на интервале 
13 14

3 10 Ra 7 10
I

⋅ < < ⋅  было зафиксировано значительное ускорение роста 

с числом Рэлея теплоотдачи вниз, которое было описано степенной зави-

симостью с показателем 
dn

0,35.γ =  Заметим, что данный диапазон числа 

Ra
I

 может соответствовать режиму теплоотдачи IV со сменой ламинарного 

режима течения на турбулентный в пограничном слое на участке границы 

dn
.S  Если так, то теоретическая оценка (3.21) — theor

dn
0,36γ ≈  — вполне 

согласуется с экспериментом [17]. Отметим, что смена режима течения в 
пограничном слое на вертикальном участке границы в том же диапазоне 
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чисел Ra
I

 была зафиксирована также в эксперименте на установке 

BAFOND в работе Альвареса и др. [20]. 

Особого внимания заслуживает эксперимент Бернаца и др. [18] на уста-
новке BALI, относящийся к области предельно высоких значений модифи-

цированного числе Рэлея — 15 17
10 Ra 10 .

I
< <  Полученные там величины 

степенных показателей соответствуют 
up

0,216,γ =  
dn

0,25.γ =  Имеет 

место практически полное совпадение этих величин с теоретическими 
показателями для асимптотического режима теплоотдачи (формула (22)): 

theor

up 0,219,γ ≅  theor

dn
0,25.γ =  

В эксперименте Теофануса и др. на установке ACOPO [19] получены 
эмпирические соотношения для теплоотдачи вверх и вниз с отличающи-
мися от [18] показателями степеней, однако в обоих случаях имеет место 
свойственное предельно высоким уровням тепловыделения соотношение 
между показателями 

 14

dn up ,  Ra 10 ,
I

γ > γ >  (25) 

которое можно рассматривать как подтверждение тенденции выхода на 
асимптотический режим с преобладанием теплоотдачи вниз. 

Подводя итог разделу, можно охарактеризовать согласие теории с экспе-
риментом в отношении интегральных характеристик теплоотдачи как 
вполне удовлетворительное. 

7. Заключение 

Основные результаты работы состоят в следующем. 

Установлены полуколичественные соотношения для теплоотдачи и выде-
лены четыре основных и один асимптотический режимы свободной конвекции 
энерговыделяющей жидкости. В режиме IV, наиболее актуальном для про-
блемы безопасности атомных реакторов, происходит турбулизация течения 
в пограничном слое. Это приводит к значительному повышению роста 
теплоотдачи в обращенный вниз кривой участок границы. В асимптотиче-

ском режиме, когда 1/ 32
Ra 1,

I

−

>>  теплоотдача в обращенный вниз участок 

границы преобладает. Установленные в работе теоретические соотношения 
находятся в хорошем согласии с экспериментальными данными. 
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II. Предельные угловые закономерности 
теплоотдачи и стратификация 
тепловыделяющей жидкости 

Л. А. Большов, П. С. Кондратенко 

1. Введение 

В работе [1] были проведены аналитические оценки интегральных характе-
ристик теплоотдачи жидкости с внутренними источниками. Между тем для 
решения проблемы безопасности ядерных реакторов требуется более де-
тально знать распределение теплового потока к границе занимаемого жид-
костью объема. Это, в частности, касается самой низкой части границы, где 
для внешнего охлаждения кипящей водой имеют место особые условия [2]. 

Цель настоящей работы состоит в выявлении закономерностей рас-
пределения потока тепла к границе и характеристик конвекции в нижней 
части объема. Как будет показано ниже, зависимости характеристик 
жидкости от пространственных переменных являются степенными. Наша 
задача состоит в том, чтобы на основе условий баланса массы, импульса и 
энергии найти показатели соответствующих степеней, абстрагируясь от 
стоящих перед степенями численных коэффициентов порядка единицы. 

В следующем разделе дана общая формулировка задачи. Распределение 
потока тепла к границе тесно связано с распределениями температуры и 
скорости течения в основном объеме, являющимися предметом анализа 
раздела 3. В разделе 4 исследованы характеристики сходящегося погра-
ничного слоя в нижней точке части границы и получены основные резуль-
таты. Обсуждение результатов и сравнение с экспериментом даны в за-
ключительном разделе. 

2. Формулировка задачи 

Будем считать, что объем, занимаемый жидкостью, является фигурой вра-
щения вокруг вертикальной оси. Радиус кривизны границы R  вблизи  
самой нижней точки (полюса) является конечным. Будем полагать, что 
высота объема с жидкостью H  имеет порядок .R  Положение текущей 
точки на границе будем характеризовать углом θ  между нормалью к 
границе и вертикальной осью (так что в полюсе имеет место 0θ = ). Коор-
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динату, отсчитанную от уровня полюса по вертикали вверх, обозначим .z  
Будем интересоваться характеристиками конвекции в области, опреде-
ляемой неравенствами 1θ <<  и .z H<<  Геометрия нижней части объема 

схематически представлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

Теплоотдача в криволинейный участок границы, обращенный вниз, опре-
деляется характеристиками формирующегося там пограничного слоя (ПС). 
При углах ~ 1θ  этот слой подобен хорошо изученному свободно-
конвективному пограничному слою на вертикальной стенке в жидкости 

без внутренних источников тепла [3]. Свойства ПС приобретают принци-
пиально иной характер с приближением к полюсу, когда 1.θ <<  Здесь он в 
силу очевидных геометрических условий становится сходящимся. Благо-
даря этому обстоятельству возникает существенное требование, состоя-
щее в необходимости обращения в нуль продольной компоненты скорости 
пограничного слоя в полюсе: 

 ( )0 0.u θ = =   (1) 

Это условие означает, что при углах 1θ <<  ПС оказывается не ускоря-
ющимся, как при значениях ~ 1,θ  а замедляющимся. Кроме того, в отли-

чие от области ~ 1,θ  где пограничный слой подсасывает жидкость из ос-

новного объема, при углах 1θ <<  он ее туда возвращает. Еще одно важ-
ное качество ПС, приобретаемое им при углах 1,θ <<  заключается в 

ослаблении действия силы плавучести в его продольном направлении. 

Скорость течения и температура жидкости во внутреннем объеме (вне ПС) 
при значениях координаты Hz <<  благодаря условию (1) сильно зависят 
от этой координаты. Это обстоятельство, в свою очередь, оказывает значи-
тельное обратное влияние на характеристики самого ПС. Поэтому задачи о 
ПС и о распределении течения и температуры жидкости вне ПС должны 
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решаться совместно с учетом условий согласования на свободной (обра-
щенной вглубь жидкости) стороне ПС. Эти условия состоят в непрерывности 
температуры и нормальной составляющей скорости течения жидкости: 

 b
,T T≈  ,y ≈ δ  (2) 

 ,v V≈  ,y ≈ δ  (3) 

где T  и 
b

T  — температура в пограничном слое и в основном объеме соот-

ветственно; v  и V  — нормальные к границе компоненты скорости течения 
жидкости в пограничном слое и в основном объеме; y  — отсчитанная от 

границы нормальная к ней координата (см. рис. 1), δ  — толщина погра-

ничного слоя. Отметим, что поскольку 1,θ <<  компонента V  является од-

новременно и вертикальной составляющей скорости в основном объеме. 

В следующем разделе рассмотрим соотношения, связывающие харак-
теристики ПС с распределением температуры и скорости течения в основ-
ном объеме. Отдельно рассмотрим случаи ламинарного и турбулентного ПС. 

3. Соотношения для сходящегося 
пограничного слоя 

Ламинарный ПС 

В области значений полярного угла ,θ  удовлетворяющих условию 

 2
1,

R

δ
<< θ <<  (4) 

система уравнений, выражающих свойства сохранения массы, продольной 
компоненты импульса и энергии жидкости в ламинарном ПС, принимает вид: 

 ( )
1

0
v

u ,
R y

∂ ∂
− θ + =

θ ∂θ ∂
 (5) 

 ( ) ( ) ( )
2

2

b2

1
,

u
u vu g T T

R y y

∂ ∂ ∂
− θ + − ν = α − θ

θ ∂θ ∂ ∂
 (6) 

 ( ) ( )
2

2

1
.

T
uT vT

R y y

∂ ∂ ∂
− θ + = χ

θ ∂θ ∂ ∂
 (7) 
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Давление при выводе системы (5)—(7) было исключено путем использо-
вания уравнения баланса поперечной составляющей импульса погранич-
ного слоя. Выполнение левой части неравенства (4) дало, в частности, 
возможность пренебречь вкладом объемного тепловыделения в уравнении 
(7) и не учитывать силы инерции, вызванные переходом в криволинейную 
систему координат в уравнении (6). 

Для дальнейшего вывода существен вопрос о форме поперечного профиля 
температуры в ПС. В обычном свободно-конвективном пограничном слое 
вблизи вертикальной стенки с не зависящей от координат температурой 
жидкости в основном объеме профиль температуры является монотонным 
[3]. Иное положение возникает при наличии неоднородности температу-
ры, вызванной устойчивой стратификацией в основном объеме. Поскольку 
температура на внешней стороне пограничного слоя должна совпадать с 
окружающей средой (см. (2)), то с продвижением вниз по течению темпе-
ратура внутри пограничного слоя за счет конвективного сноса из его бо-
лее нагретых верхних участков становится выше, чем на внешней стороне. 
В результате сила плавучести оказывается направленной противоположно 
скорости продольного движения пограничного слоя, чем обеспечивается 
его торможение и в конечном итоге выполнение граничного условия (1). 
Ввиду того, что распределение температуры в основном объеме формиру-
ется на базе возврата жидкости из пограничного слоя, максимальное пре-
вышение температуры внутри пограничного слоя над окружающей средой 
должно иметь тот же порядок, что и температура последней: 

 ( )b b
max ~ .T T T−  (8) 

Схематический вид температурного профиля в сходящемся погранич-
ном слое изображен на рис. 2. Отметим, что о немонотонном профиле 
температуры в пограничном слое вблизи вертикальной стенки со 
стратифицированной окружающей средой по результатам численных 
расчетов и эксперимента сообщалось в [4]. 

 

Рис. 2. Температурный профиль в сходящемся пограничном слое 
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Приступим теперь к выводу соотношений между характеристиками погра-
ничного слоя и основного объема. Из уравнений (5)—(7), оценки (8) и 
условий сшивки (2), (3) вытекают следующие соотношения: 

 ~ ,

u V

Rθ δ
 (9) 

 

2

b
~ ,

g Tu

R R

α⎛ ⎞
⎜ ⎟θ⎝ ⎠

 (10) 

 ~ .V
χ

δ
 (11) 

Еще одно соотношение получается из самого определения теплового по-
тока на границе: 

 
b

~ / .q Tλ δ  (12) 

Путем исключения скорости u  из соотношений (9)—(11) и использования 
(12) получаются важные связи для вертикальной составляющей скорости 
и плотности теплового потока с температурой в основном объеме: 

 

1/ 4
2

b
~ ,

g T
V

R

⎛ ⎞χ α
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (13) 

 

1/ 4
5

b

2
~ .

g T
q

R

⎛ ⎞α
λ⎜ ⎟⎜ ⎟χ⎝ ⎠

 (14) 

Остановимся теперь на случае сверхмалых полярных углов, когда 

 2
.

R

δ
θ <<  (15) 

В этой области из условия баланса массы (5) имеем оценку 

 
*

*

~ ,u u

θ

θ
 (16) 

в которой 
*
u  — значение скорости u  при угле 

*
,θ = θ  а сам граничный 

угол 
*

θ  определяется соотношением 

 
( )*2

*
~ .

R

δ θ
θ  (17) 
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С учетом (16) из условия баланса продольной компоненты импульса 
следует, что в области углов, определяемой неравенством (15), темпе-
ратура жидкости в ПС не зависит от полярного угла. В связи с этим и в 
соответствии с оценкой (16) первым членом в уравнении баланса энер-
гии в этой области можно пренебречь. Вместе с тем теперь в этом 
уравнении следует восстановить член, описывающий объемное тепло-
выделение. В результате это уравнение принимает вид 

 
2

2
.

T T Q
v

y cy

∂ ∂
= χ +

∂ ρ∂
 (18) 

Отсюда следует, что в области сверхмалых углов 
*

θ << θ  толщина погра-

ничного слоя, как и температура, от полярного угла не зависит, и оценки 
для этих величин имеют вид 

 ( )
2

*

* *

*

~ ~ , ~ ~ ,

Q
T T

v

δχ
δ δ θ

λ
 (19) 

где 
*
v  — значение скорости v  при угле 

*
~ .θ θ  Наконец, из соотношений 

(19) и (12) следует, что при углах 
*

θ << θ  плотность теплового потока к 

границе также является практически постоянной. В полюсе (при значении 
угла 0θ = ) она соответствует минимуму, величина которого дается оценкой 

 ( ) 2

* * *
~ , ~ ,

m
q q q q≡ θ < > θ  (20) 

где ~q QR< > — средняя величина теплового потока по всей границе. 

Турбулентный ПС 

Для того чтобы получить соотношения для турбулентного ПС, подобные 
полученным для ламинарного, заметим, что главная часть перепада темпе-
ратуры от значения вне турбулентного ПС к стенке происходит в вязко-
кондуктивном подслое. В нем условия баланса массы, импульса и энергии 
носят локальный характер. Поэтому оценка, связывающая плотность потока 
тепла к стенке с температурой окружающей среды в сходящемся турбу-
лентном ПС, совпадает с соответствующей оценкой для турбулентного ПС 
на вертикальной стенке при изотермической окружающей среде [5]: 

 

1/3
4

b

2
~ .

g T
q

⎛ ⎞α
λ⎜ ⎟⎜ ⎟χ⎝ ⎠

 (21) 

Чтобы установить связь между вертикальной компонентой течения жидко-

сти V  и температурой 
b

T  в основном объеме, обратимся к турбулентному 

ядру ПС, где вязкость и теплопроводность несущественны. В этой области 
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соотношение, связывающее усредненную по турбулентным пульсациям 
продольную компоненту скорости (для нее сохраним обозначение u ) 
с вертикальной компонентой скорости течения в основном объеме, 
согласно условию баланса массы и условию сшивки (3) совпадает с оцен-
кой (9). Условия баланса импульса и энергии в турбулентном ядре 
приводят к следующим оценкам: 

 
2

~ ,

u g T

R R

α Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟θ⎝ ⎠

 (22) 

 2
~ ,v g T′ ′α δ  (23) 

 ~ ,
p

q c v T′ ′ρ  (24) 

где TΔ  — характерное значение средней величины превышения темпе-
ратуры в турбулентном ядре над температурой прилегающих участков 

основного объема, v′  и T ′  — характерные значения турбулентных пуль-
саций скорости и температуры соответственно. Принимая во внимание, 

что ~v V′  и ~ ,T T′ Δ  получаем следующие оценки из (9), (22)—(24): 

 

3

~ ,

p

u q
g

R c

δ⎛ ⎞
α δ⎜ ⎟θ ρ⎝ ⎠

 (25) 

 
2 3

3
~ ,

p

q R
u g

c

θ
α
ρ δ

 (26) 

 ( )
1/9

3 4

b
~ ( ) ,V R g Tχ α  (27) 

 3
~ .q V
g R

λ

αχ
 (28) 

4. Температура и скорость течения 
в основном объеме 

Поскольку во внутреннем объеме (вне ПС) вязкость и теплопроводность 
несущественны, условия баланса импульса и энергии здесь приобретают вид: 

 ( ) b
,

p
V V g T n

∇
∇ = − + α

ρ

r r

r

 (29) 

 ( ) b
.

p

Q
V T

c
∇ =

ρ

r

 (30) 
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В этих уравнениях nVVV
h

r

rr

+=  — вектор скорости течения в основном 

объеме, n
r

 — единичный вектор по вертикали, направленный вверх. 

По сравнению с ПС течение в основном объеме является значительно бо-
лее медленным. В связи с этим здесь подъемная сила, возникающая как 
следствие неоднородного распределения температуры, практически пол-
ностью уравновешивается силой, вызванной градиентом давления. Это 
означает, что в данной области складывается ситуация, близкая к гидро-
статике, где, как известно [6], температура оказывается функцией только 
вертикальной координаты, и при ориентированном вверх температурном 
градиенте имеет место устойчивая стратификация. Оценим поправки к 
стратифицированному распределению температуры, возникающие за счет 
наличия медленного течения. 

Обозначим ( )
h

pΔ  и 
h

V  соответственно характерные величины изменения 

давления и горизонтальной компоненты скорости по площади горизон-
тального сечения основного объема при заданном значении вертикальной 
координаты .z  В соответствии с горизонтальной составляющей уравнения 
(29) указанные величины связаны соотношением 

 ( ) 2
~ .

hh
p VΔ ρ  

Отсюда с помощью вертикальной составляющей уравнения (29) для харак-

терной величины изменения температуры в том же сечении ( )
h

TΔ  прихо-

дим к оценке 

 ( )
2

b
~ .

h

h

V
T

g z
Δ

α
 (31) 

С учетом того, что линейный размер горизонтального сечения при заданном 

значении z  в рассматриваемом нами случае Rz <<  имеет порядок Rz , 
из уравнения баланса массы для основного объема вытекает связь между 

горизонтальной 
h

V  и вертикальной V  составляющими скорости течения: 

 22
V

z

R
~V

h
. (32) 

Подставив (32) в (31) и воспользовавшись соотношениями (13), (11), при-
ходим к оценке 

 ( )
2

b b
~ .

h
T T

z

δ⎛ ⎞
Δ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (33) 
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Отсюда следует, что при значениях высоты много больше толщины ПС 

( )z >> δ  поправки, обусловленные зависимостью температуры от гори-

зонтальных координат, малы и, следовательно, 

 ( )b b
.T T z≅  (34) 

Из этого факта в силу уравнения (30) вытекает, что аналогичное 
утверждение при том же условии z >> δ  справедливо и для вертикаль-
ной составляющей скорости течения: 

 ( ).V V z≅  (35) 

Вследствие соотношений (34), (35) уравнение (30) приобретает вид 

 b
.

p

dT Q
V

dz c
=
ρ

 (36) 

Отсюда, в частности, вытекает, что в области внутреннего объема, примы-
кающей к ПС, где при значениях угла 1θ <<  имеет место приближение 

2
/ 2z R≅ θ , справедлива оценка 

 
2

b
.

2
p

Q R
T

c V

θ
=
ρ

 (37) 

5. Предельные зависимости 

В области полярных углов, определяемой неравенством (4), отсутствует 

какой-либо масштаб для полярного угла .θ  Поэтому зависимости характе-

ристик жидкости от угла θ  и высоты z  здесь должны быть степенными. 

Определим показатели степеней a , b , f , d  следующими соотношениями: 

 
b

, , , .

b
a f dz

q T u
R

⎛ ⎞
∝ θ ∝ ∝ θ δ ∝ θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (38) 

Как и ранее, рассмотрим отдельно случаи ламинарного и турбулентного 
режимов течения в ПС. 

Ламинарный ПС 

Подстановкой определений (38) в соотношения (9)—(12), (37) с предва-
рительным исключением величины V  приходим к следующей системе 
линейных алгебраических уравнений для степенных показателей: 
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1,

1 2 ,

2 3,

2 .

f b

f d

b f d

a b d

= +

= −

+ + =

= −

 (39) 

Решение ее приводит к следующему результату: 

 2, 4 / 5, 9 / 5, 2 / 5.a b c d= = = = −  (40) 

Турбулентный ПС 

Аналогично предыдущему случаю подстановкой определений (38) в соот-
ношения (21), (25), (26) и (37) получаем систему уравнений для степенных 
показателей: 

 

.ba

,dfb

,adf

,adf

3

8

32

33

323

=

=++

=−+

=−+

 (41) 

Решение ее дает 

 ,/a 1324=  ,/b 139=  ,/c 1321=  0.d =  (42) 

Соотношения (38), (40) и (42) описывают поведение теплового потока к 
границе и распределение теплогидравлических характеристик в нижней 
части объема, содержащего жидкость с внутренними источниками тепла. 
Отметим, что показатель b , определяющий распределение температуры в 
основном объеме, меньше единицы. Поэтому согласно (38) имеет место 
неравенство 

 
2

b

2
0.

T

z

∂
<

∂

 (43) 

6. Обсуждение и сравнение с экспериментом 

Основные выводы, вытекающие из анализа, проделанного в данном раз-
деле, состоят в следующем. При малых значениях полярного угла, 1,θ <<  

плотность теплового потока к границе резко падает с углом в силу утол-
щения ПС и температурной стратификации в основном объеме. В качест-
ве следствия соотношения (43) имеет место сгущение горизонтальных 
изотерм по направлению вниз в основном объеме. Асимптотическое по-
ведение теплового потока к границе и распределение температуры в 
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основном объеме зависит от режима течения в ПС. Для ламинарного ПС 

асимптотические зависимости при 
*

1θ << θ <<  и z Rδ << <<  согласно 

соотношениям (38), (40) определяются соотношениями 

 
2
,q ∝ θ
  

4/5

b
.

z
T

H

⎛ ⎞
∝ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (44) 

При 
*

~ ,θ θ  где угол 
*

1θ <<  определен соотношением (17), убывание плотно-

сти теплового потока с углом замедляется, и при углах 
*

θ << θ  она становится 

почти постоянной, принимая максимальное значение в полюсе (при 0θ = ). 

Асимптотические зависимости для случая турбулентного режима течения 
в ПС согласно соотношениям (38), (42) имеют форму 

 
24/13

,q ∝ θ
  

9/13

b
.

z
T

H

⎛ ⎞
∝ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (45) 

Турбулентный режим в сходящемся пограничном слое может иметь место 
при условии, что этот режим развивается на более ранней вверх по тече-
нию стадии при углах ~ 1.θ  В таком случае согласно (38), (42) число 

Рейнольдса при углах 1θ <<  изменяется по закону 

 ( ) 21/13
Re / ,u≡ δ ν ∝ θ  (46) 

в соответствии с которым для случая не слишком сильного превышения 
порога для перехода от ламинарного режима в ПС к турбулентному, суще-
ственного с точки зрения проблемы безопасности ядерных реакторов 

17(Ra 10 ),
I
≤  число Рейнольдса с уменьшением полярного угла быстро 

падает ниже критического значения, и тогда мы возвращаемся к асимпто-
тическим зависимостям (44). 

Оценим теперь величину минимума плотности теплового потока, реали-

зуемого при угле 0,θ =  и значение граничного угла 
*
,θ  ниже которого 

угловая зависимость плотности теплового потока значительно ослабе-
вает. Согласно (38), (40) поведение толщины ПС в зависимости от угла 
определяется формулой 

 ( ) 2/5

0
,

−

δ θ = δ θ  (47) 

где 
0

δ  — величина порядка толщины ПС при углах ~1.θ  Подстановка 

соотношения (47) в (17) дает искомую оценку для граничного угла 

 ( )
5/12

* 0
~ / .Rθ δ  (48) 



II. Предельные угловые закономерности теплоотдачи  
и стратификация тепловыделяющей жидкости 

Л. А. Большов, П. С. Кондратенко 

 

В соответствии с соотношением (12) и результатами предыдущего раздела 

зависимость величины 
0

δ  от модифицированного числа Рэлея дается 

оценкой dn

0
/ ~ Ra ,

I
R

−γ
δ  где 

dn
0,2.γ ≅  Воспользовавшись этим результа-

том с учетом соотношений (48), (17) и (20), получаем оценку для отноше-
ния минимальной плотности теплового потока к ее среднему значению и 
для граничного угла: 

 ( ) 1/ 6
/ ~ Ra ,

m I
q q

−

< >  1/12

*
~ Ra .

I

−

θ  (49) 

В заключение раздела остановимся на сравнении полученных здесь 
результатов с экспериментом. Отметим, прежде всего, что все известные 
экспериментальные данные демонстрируют быстрый спад плотности 
теплового потока с уменьшением полярного угла при 1.θ <<  Они также 
устанавливают наличие температурной стратификации в основном объе-
ме при .z H<<  Сравнение результатов теории, описываемых соотноше-
ниями (44), (49), с экспериментальными данными, полученными в [7, 8, 9], 
представлены в табл. 1. Из данных таблицы следует, что имеется качест-
венное согласие теории с экспериментом относительно угловой зависи-
мости плотности теплового потока и отношения ее минимальной величи-
ны к среднему значению. Вместе с тем для проведения более подробно-
го сравнения требуются более высокая точность и пространственное раз-
решение в измерениях плотности теплового потока. 

Таблица 1. Сравнение результатов теории с экспериментом  
по распределению теплового потока 

Эксперимент Данные Теория 

 

UCLA [24], 

( ) 13
Ra 3 8 10

I
= ÷ ⋅  

 

( )min
/ 0,1q q< > ≈  

( )( ) 2
/q q a bθ < > = + θ

 

( ) 2

min
/ ~ 10q q

−

< >  

( )( ) 2
/q q a bθ < > ≈ + θ

 

 

COPO [25], 

14 15
Ra ~ 10 10

I
÷  

 

( )min
/ 0q q< > ≈  

 

 

( ) 3

min
/ ~ 10q q

−

< > ≈  

 

BALI [28], 

15 17
Ra ~ 10 10

I
÷  

 

 

( ) 2

min
/ 10q q

−

< > <  

 

( )

( )

min

3

/ ~

~ 5 1 10

q q

−

< >

÷ ⋅
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В [10] оптическими методами было зарегистрировано распределение тем-
пературы в объеме, содержащем жидкость с внутренними источниками 
тепла. На рис. 3 представлена типичная голограмма, описывающая рас-
пределение изотерм. 

 

Рис. 3. Типичная голограмма для распределения изотерм [10] 

На ней отчетливо видны температурная стратификация и сгущение гори-
зонтальных изотерм по направлению вниз. Такое поведение находится в 
соответствии с теоретическим соотношением (43). На рис. 4 показано ко-
личественное сравнение теории с экспериментом [10] по распределению 
температуры в основном объеме при мощности выделения тепла в жидко-

сти, отвечающей 8
Ra 1,04 10 .

I
= ⋅  Теоретическая зависимость приведенной 

температуры от безразмерной приведенной высоты в соответствии с фор-

мулой (44) была задана соотношением 4 /5

b
~ .T Z  Экспериментальные точки 

получены путем численной обработки голограммы (см. рис. 3). Теоретическая 
кривая совпала с экспериментом с погрешностью, не превышающей 2,7%. 

 
Рис. 4. Количественное сравнение теории с экспериментом для 

распределения температуры жидкости по высоте 
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Таким образом, можно говорить о вполне удовлетворительном согласии 
теории с экспериментом в отношении предельных зависимостей характе-
ристик конвекции для нижней части объема, содержащего жидкость с 
внутренними источниками тепла. 
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III. Влияние магнитного поля на  
свободно-конвективный пограничный слой 

в проводящей жидкости 

Л. А. Большов, А. М. Дыхне, П. С. Кондратенко, Л. В. Матвеев 

В то время как свободно-конвективные пограничные слои в непроводящих 
жидкостях изучены довольно хорошо (см., например, [1]), эти слои для 
проводящих жидкостей в присутствии магнитного поля исследованы еще 
мало. Например, в монографии [2], где представлен обзор по данной 
проблеме, приведена задача, допускающая автомодельное решение при 
условии, что напряженность магнитного поля имеет специфическую зави-

симость от координаты вдоль нагретой поверхности 1 4
.x∝  Без такой 

зависимости (в частности, в однородном поле) задача значительно ус-
ложняется. В любом случае приведенные в [2] решения имеют вид беско-
нечных степенных рядов, использование которых весьма затруднительно. 
Вместе с тем знание закономерностей теплоотдачи проводящей жидкости 
в присутствии магнитного поля существенно для многих практических 
задач, например о течении проводящих жидкостей в трубах [3] или о про-
цессах, относящихся к электролитической металлургии. 

В настоящей работе рассматривается стационарный ламинарный свободно-
конвективный пограничный слой проводящей жидкости вблизи нагретой 
вертикальной стенки в однородном магнитном поле, направленном по 
нормали к стенке. Состояние жидкости вдали от стенки предполагаем изо-
термическим. Перепад температуры между стенкой и жидкостью вдали от 
нее обозначим .TΔ  Направим ось x  вверх, а ось y  — перпендикулярно 

стенке так, что на самой стенке 0.y =  Вдоль направления оси z система 

предполагается однородной, и z-компонента скорости отсутствует. 

Будем считать, что выполнено условие применимости приближения 
пограничного слоя, состоящее в том, что число Рэлея велико в срав-
нении с единицей: 

 
3

Ra 1.
g T HβΔ

= >>
νχ

 

Здесь g — ускорение земного тяготения; β  — термический коэффициент объ-

емного расширения; H  — характерный размер по вертикали; ν — кинема-
тическая вязкость; χ  — температуропроводность. Кроме того, будем полагать 
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малой величину магнитного числа Рейнольдса 1
4

Re
2

<<
σπ

= VH
c

m
 ( π  — 

проводимость жидкости; с — скорость света; V — характерная скорость 
течения), что позволяет не учитывать обратное влияние течения жидкости 
на магнитное поле. 

Ток в жидкости в присутствии магнитного поля определяется соотношением 

 
1

, .j E V B
c

⎛ ⎞⎡ ⎤= σ +⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

r r rr

 

Так как магнитное поле направлено по оси y , а вектор скорости лежит в 

плоскости yx − , вектор ,V B⎡ ⎤
⎣ ⎦

r r

 направлен вдоль z. Из уравнения 

div 0j =
r

 при постоянной проводимости следует уравнение div 0E =

r

. 

Кроме того, справедливо уравнение rot 0E =

r

. Исходя из этих двух урав-
нений, приходим к выводу, что в режиме короткого замыкания, который 
будем предполагать выполненным, напряженность электрического поля 

тождественно обращается в нуль, 0.E ≡

r

 

Перейдем к выводу уравнений движения для пограничного слоя. По срав-
нению с уравнениями гидродинамики для непроводящей жидкости уравне-
ния в присутствии магнитного поля для проводящей жидкости содержат 
дополнительно силу Лоренца, которая в рассматриваемой геометрии войдет 
только в продольную компоненту уравнения Навье — Стокса (вдоль x ). Как 
обычно воспользовавшись поперечной компонентой данного уравнения для 
исключения давления, приходим к системе уравнений движения для сво-
бодно-конвективного пограничного слоя проводящей жидкости в попереч-
ном магнитном поле: 

 0,
u v

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (1) 

 
2

2 2
,

M

u u u
u v g T u

x y y

∂ ∂ ∂ ν
+ = β + ν −

∂ ∂ ∂ δ
 (2) 

 
2

2
.

T T T
u v

x y y

∂ ∂ ∂
+ = χ

∂ ∂ ∂
 (3) 

Здесь u  и v  — продольная и поперечная компоненты скорости (вдоль 
осей x  и y  соответственно). Температура T  отсчитана от ее значения 

для жидкости вдали от стенки. Фигурирующая в уравнении (2) “магнитная 
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толщина” определяется выражением 
2

2

2

B

c
M

σ

η
=δ  (η  — динамическая 

вязкость жидкости). Граничные условия к системе (1)—(3) состоят, как 
обычно, в равенстве нулю величин ,u  T  в пределе ∞→y  и ,u  v  при 

0,y =  а также TT Δ=  при 0.y =  

Из уравнения (2) видно, что наличие магнитного поля приводит к допол-
нительному торможению. Покажем, что на начальном участке “разгона” 

жидкости (при малых значениях )x  вкладом магнитного члена можно 

пренебречь. Оценим суммарный вклад вязкого и инерционного слагаемых 

в уравнении (2), положив 2 2
0.

M
B

−

δ ∝ =  Тогда, согласно известным ре-

зультатам для обычного пограничного слоя (см. [1]), справедливым в от-

сутствие магнитного поля, для величины 
2

2

y

u

y

u
v

x

u
uA

∂

∂
ν−

∂

∂
+

∂

∂
≡  имеем 

 ( )
1/ 2

2
~ Ra ,

x

u
A S

x

ν

 (4) 

где 
3

Ra ,
x

g TxβΔ
=

νχ
 1,S =  если число Прандтля χν≡ /Pr  t1  и 

1
Pr

−

=S  в случае Pr t1 . Сравнивая оценки (4) с магнитным слагаемым в 

уравнении (2), приходим к выводу, что на начальном участке погранично-

го слоя в области ,x x
∗

<<  где 

 ,Ra

3

S
H

x
M

M ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ δ
δ=

∗
 (5) 

влиянием магнитного поля на пограничный слой можно пренебречь. В этом 

случае толщина теплового пограничного слоя 1/ 4
,

T
xδ ∝  а число Нуссельта 

 
0

Nu

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

Δ
−≡

y

x
y

T

T

x
, (6) 

представляющее собой безразмерный коэффициент теплопередачи, 
дается оценками 

 

1/ 4

0

Ra
Nu ~ .

x

x

y

x T

T y S
=

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞
≡ − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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Рассмотрим теперь свойства пограничного слоя при значениях .x x
∗

>>  

В этой области x  в уравнении баланса импульса (2) теперь уже можно 
пренебречь инерционным и вязким слагаемыми в пользу магнитного. 
Система уравнений (1)—(3) тогда приобретает вид 

 0,
u v

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (7) 

 
2

2
0,

u u u
u v

x y y

∂ ∂ ∂
+ −χ =

∂ ∂ ∂
 (8) 

 
2

.

M
g

u T
βδ

=
ν

 (9) 

Соответствующие этой системе граничные условия имеют вид 

 
2

,M

y o

g T
u U

=

βΔ δ
= ≡

ν
 0.

y o y
v u

= →∞
= =  (10) 

Формально система уравнений (7)—(8) совпадает с соответствующей 
системой для сдвигового пограничного слоя [4], если во втором случае 
произвести замену .ν → χ  Однако граничные условия для этих двух 

случаев принципиально различаются. 

Подобно случаю сдвигового пограничного слоя система (7)—(8) сводится 

к обыкновенному дифференциальному уравнению для функции ( ) :f ξ  

 2 0,ff f′′ ′′′+ =  (11) 

 ( ) ( )0 0,f f ′= ∞ =  ( )0 1.f ′ =  (12) 

Автомодельная переменная ξ  определена равенством 

 .

U
y

x
ξ =

χ
 (13) 

Компоненты скорости течения связаны с функцией f  соотношениями 

 ( ) ,u Uf ′= ξ  ( )
1

.
2

U
v f f

x

χ
′= ξ −  (14) 



Свободная конвекция и теплоотдача жидкости  
с внутренними источниками тепла 
Труды ИБРАЭ. Выпуск 8 

Отметим, что уравнение (11) совпало с соответствующим уравнением для 
сдвигового пограничного слоя, однако в случае последнего граничные усло-

вия для функции ( )ξf  вместо (12) имеют вид ( ) ( )0 0 0,f f ′= =  ( ) 1.f ′ ∞ =  

Согласно (13) толщина пограничного слоя (в области 
∗

>> xx  он является 

одновременно и температурным, и скоростным) имеет порядок 

 
2

~ .
T

M

x
B x

g T

χν
δ ∝

βΔ δ
 (15) 

При этом с учетом (5) оказывается, что .T Mδ >> δ  Именно это обстоятель-

ство позволило нам прийти к уравнению (8), игнорируя тот факт, что на 

расстояниях от стенки y d ,
M

δ  где существенна вязкость, соотношение 

(9) теряет смысл. В этой области согласно уравнению (2) имеет место дру-
гое соотношение между скоростью и температурой: 

 ( )
2

/
1 .M

yMg
u T e

− δβδ
= −

ν
 (16) 

Но благодаря неравенству 
MT

δ>>δ  отличие (15) от (9) приводит лишь к 

малым поправкам к величине температуры, вычисляемой на основе систе-
мы уравнений (7)—(9). 

Число Нуссельта (6) в режиме магнитного торможения (в области 
∗

>> xx ) 

с учетом соотношений (9), (13) и (14) дается выражением 

 ( ) 1/ 2
Nu 0 Ra .

M
x x

x
f

x B

δ
′′= − ∝  (17) 

В этом режиме плотность теплового потока обратно пропорциональна 
напряженности магнитного поля и корню квадратному от продольной 

координаты. В области x x
∗

<<  плотность теплового потока теплового 

потока обратно пропорциональна корню четвертой степени от продольной 
координаты и не зависит от магнитного поля. 

Условие реализации теплоотдачи в режиме магнитного торможения со-
стоит в требованиях, чтобы высота стенки H  была одновременно велика 
как по сравнению с толщиной пограничного слоя, так и с нижней границей 

режима по продольной координате .x
∗

 С учетом выражений (15) и (5) эти 

требования сводятся к неравенствам 
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 ( )
1/ 4 1/ 2

Ra Ra .

M

H
S < <<

δ
 (18) 

При характерных значениях параметров 4–
10≈β K–1, 16

103 ⋅≈σ с–1, 

1,0≈χ  см2с–1 и 10≈ΔT K, 40=H  см неравенство (18) принимает вид ус-

ловия на величину напряженности магнитного поля: 100  Гс 3
6 10B< << ⋅  Гс. 

Таким образом, в присутствии поперечного магнитного поля область свобод-
но-конвективного пограничного слоя разбивается на две подобласти, про-
странственная доля которых определяется величиной напряженности поля. 
На начальной стадии течения влияние поля несущественно, а во второй об-
ласти (области магнитного торможения) оно является определяющим. 
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IV. Численное моделирование свободной 
конвекции тепловыделяющей жидкости в 

осесимметричном замкнутом объеме 

Д. Г. Григорук, П. С. Кондратенко, Д. В. Никольский 

1. Введение 

Проблема обеспечения безопасности объектов атомной энергетики 
выявила необходимость исследования класса свободно-конвективных 
течений, которые обусловлены не внешними условиями, а внутренними 
источниками тепла. При тяжелой аварии на АЭС для водо-водяных реакто-
ров средней и малой мощности возникает задача сохранения целостности 
корпуса. В случае потери теплоносителя активная зона под действием 
тепловых нагрузок начинает разрушаться и плавиться. Чтобы не допустить 
разрушения корпуса и выхода радиоактивных материалов, его внешнюю 
границу охлаждают водой. Эффективность такого охлаждения определя-
ется механизмом кипения на поверхности объема. Этот механизм, в свою 
очередь, зависит от локального распределения теплового потока к гра-
нице, который обусловлен свободной конвекцией тепловыделяющего 
расплава. При достижении критического значения плотности потока те-
пла происходит так называемый кризис кипения. Он соответствует пере-
ходу от пузырькового кипения к пленочному. При этом эффективность 
охлаждения существенно снижается, что приводит к расплавлению 
корпуса. Характер свободной конвекции определяется мощностью оста-
точного тепловыделения, теплофизическими свойствами расплава, а 
также формой поверхности объема. 

Решение полной системы уравнений, описывающих конвективное течение 
жидкости с внутренними источниками тепла, требует немалых временны

,

х 
и вычислительных затрат. В то же время для оценки последствий тяжелой 
аварии на АЭС с расплавлением активной зоны необходимо оценить рас-
пределение теплоотдачи расплава к корпусу реактора в минимальные 
сроки. Для этого в реакторных кодах используют различные упрощенные 
модели [1, 2]. В настоящей работе построена физическая модель и разра-
ботан алгоритм решения задачи о свободно-конвективной теплоотдаче 
однокомпонентной энерговыделяющей жидкости в замкнутом объеме. 
Среда считалась однородной, несжимаемой, изотропной с постоянными 
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теплофизическими свойствами, с положительным температурным коэф-
фициентом расширения, а режим течения — ламинарным. Численно ре-
шена задача о конвекции в цилиндрическом и полусферическом объеме в 
диапазоне модифицированных чисел Рэлея 6 12

10 Ra 10 .
I

≤ ≤  

2. Постановка задачи 

Рассмотрим стационарную свободную конвекцию тепловыделяющей жид-
кости в осесимметричном объеме с изотермической боковой (нижней в 
случае полусферы) границей. Как показывают эксперименты, теоретиче-
ский анализ и численные расчеты [3—7], объем можно разделить на три 
области течения (рис. 1). 

 
Рис. 1. Общая структура течения 

1.  Неоднородное по структуре течение возле верхней горизонтальной 
границы. Горизонтальная плоскость, проходящая через точку максиму-
ма среднего по времени значения температуры жидкости, делит объем 

на две части. При условии охлаждения поверхности жидкости 
up

S в 

области 
+

V  высотой 
+

H  в силу инверсного распределения температу-

ры складывается ситуация, близкая к условиям для конвекции Рэлея — 

Бенара. Данное течение характеризуется понижением температуры с 
приближением к плоской верхней границе и возникающим в связи с 
этим положительным градиентом плотности по направлению, противо-
положному направлению гравитационной силы. 

2.  Область пограничных слоев. Передача тепла через боковую границу 
осуществляется через тонкий пограничный слой (ПС), в котором жид-
кость под действием силы тяжести движется ко дну, ускоряясь за счет 
поступления жидкости из основного объема (области вне пограничных 
слоев). Однако с приближением ко дну происходит торможение ПС, 
сопровождаемое возвратом жидкости в основной объем. Вблизи дна 
жидкость, изменив свое направление, движется к оси объема, где окон-
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чательно замедляется. В случае полусферической геометрии, когда ниж-
няя и боковая поверхности являются единым целым, ПС является сходя-
щимся, благодаря чему разворот течения происходит непрерывно. 

3.  Область устойчивой стратификации. Медленное восходящее тече-

ние вне пограничного слоя в нижней части объема 
−

V  происходит в 

условиях устойчивой температурной стратификации. 

Благодаря существованию трех различных ярко выраженных областей 
течения задачу о распределении потока тепла к границе замкнутого объе-
ма можно упростить. Ограничимся рассмотрением случая, когда верхняя 
горизонтальная граница объема теплоизолирована. Тогда из-за стратифи-

кации температуры в основном объеме максимум температуры 
max

T  дос-

тигается на верхней границе, и режим конвекции Рэлея — Бенара не реа-
лизуется. Таким образом, будем считать, что весь занимаемый жидкостью 

объем состоит из тонких пограничных слоев (с толщиной , )H Rδ <<  и 

области температурной стратификации (рис. 2). 

 

Рис. 2. Геометрия задачи: 1 — слой Рэлея — Бенара  
(случай охлаждаемой верхней границы); 2 — пограничный слой на дне; 

 3 — область устойчивой температурной стратификации; 
 4 — пограничный слой на боковой стенке 

 

Для описания стационарного течения жидкости в пограничном слое на 
вертикальной границе воспользуемся приближением Прандтля [8]. По-
скольку толщина ПС δ  много меньше характерного поперечного размера 
объема ,R  энерговыделением в правой части уравнения энергии можно 

пренебречь [9], и система принимает следующий вид: 
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цилиндр: 

 0,
u v

z y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (1) 

 
2

b2
( ( )),

u u u
u v g T T z

z y y

∂ ∂ ∂
+ − ν = β −

∂ ∂ ∂
 (2) 

 
2

2
;

T T T
u v

z y y

∂ ∂ ∂
+ = χ

∂ ∂ ∂
 (3) 

полусфера: 

 
( )

( )( )
1

sin 0,
sin

v
u

R y

∂ ∂
θ + =

θ ∂θ ∂
 (4) 

 ( )
2

b2
( ( ))sin ,

u u u
u v g T T z

y y

∂ ∂ ∂
+ − ν = β − θ

∂θ ∂ ∂
 (5) 

 
2

2
.

T T T
u v

y y

∂ ∂ ∂
+ = χ

∂θ ∂ ∂
 (6) 

Граничные условия к системе (1)—(6) имеют форму: 

цилиндр: 

 ;0,,:0
0
=−= TTvuy ( ) ( ) ( )b

: , , 0;y u U z T z y T z>> δ → − →  (7) 

полусфера: 

 ;0,,:0
0
=−= TTvuy  

 ( ) ( ) ( )( )b
: ( ), , 0; 1 cos .y u U z T y T z z R>> δ → θ − → = − θ  (8) 

Температура изотермической части границы 
0
T  принята за начало отсчета 

температур. 

Благодаря устойчивой температурной стратификации (температура не зави-

сит от горизонтальных координат и 
b
/ 0)dT dz >  уравнение баланса энер-

гии в основном объеме имеет вид [9] 

 ( )
( )b

.

p

dT z Q
U z

dz c
=
ρ

 (9) 
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Из условия баланса массы следует, что поток массы через любое сечение 
объема с жидкостью равен нулю. Отсюда находим соотношение для верти-
кальной компоненты скорости, связывающее ее с соответствующей 
компонентой скорости в пограничном слое: 

цилиндр: 

 ( ) ( )
0

2
, ;U z dyu z y

R

Δ

≅ − ∫  (10) 

полусфера: 

 ( )
( )

( ) ( )( )
0

2
, , 1 cos .

sin
U z dyu y z R

R

Δ

≅ − θ = − θ
θ ∫  (11) 

Величина верхнего предела в интеграле здесь выбирается в соответствии 
с неравенством .Rδ << Δ <<  

Поскольку температура в основном объеме является возрастающей функ-
цией высоты, то в относительной близости ко дну величина температуры 
мала в сравнении со средним значением по всему объему. Кроме того, как 
показывают эксперименты и теоретические оценки [9], толщина ПС на дне 
объема гораздо больше, чем на боковой границе. На этом основании мож-
но пренебречь теплоотдачей в дно. В результате при 0z →  подобно (10), 
(11) из условия энергетического баланса вытекает соотношение, связы-
вающее температуру в пограничном слое и в основном объеме: 

цилиндр: 

 ( ) ( ) ( ) ( )b

0

2
0 0 0, 0, ;U T dyu y T y

R

Δ

≅ − ∫  (12) 

полусфера: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )b

0
0

2
0 0 0, 0, ,

sin
U T dyu y T y

R

Δ

≅ −
θ ∫  (13) 

где 
0θ  выбирается меньшим или порядка arccos(1 )

R

Δ
−  в предположении 

однородности распределения теплового потока вблизи полюса [9]. 
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3. Численная модель 

В терминах безразмерных переменных , , , ...,z y u% %%  определенных равенствами 

 

0 b b 0

/ , / , / , /( ),
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/ ,
T u
A A g H= β  система уравнений (1)—(7), 

описывающих течение энерговыделяющей жидкости в замкнутом цилинд-
рическом объеме, принимает вид: 

пограничный слой: 
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Pr ;

T T T
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z y R y

−

∂ ∂ Δ ∂
+ =

∂ ∂ ∂

% % %

% %

%%
%

 (17) 

основной объем (включая пограничные слои на горизонтальных поверхностях): 

 

2 2 8 62

1 2b b

I2
Pr Ra Pr ;

dT d TR R
U

dz R H R Hdz

− −Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

% %

%

%
%

 (18) 

баланс массы: 

 

1

0

( ) 2 ;U z udy= − ∫%

% %%  (19) 

баланс энергии (теплоотдача в дно не учитывается): 

 

1

b

0

(0) (0) 2 (0, ) (0, ) ;U T u y T y dy= − ∫% % %

% % % %  (20) 
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граничные условия: 

 
b1 1 0 0 10 1

0, .
z z y y yy y

u v u v T u T T
= = = = =

= =

= = = = = = =

% % %% %

% %

% % %

% % % % %  (21) 

Расчет уравнений (15)—(20) проводился на равномерной прямоугольной 
сетке. Поперечный размер области Δ  выбирался так, чтобы пограничный 

слой полностью содержался внутри расчетной области ( )δ < Δ  и выпол-

нялось неравенство .RΔ <<  В настоящей работе все результаты получены 
для 4 ,Δ = δ  где δ  определено согласно аналитической оценке 

 1/5
Ra .

I
H

−

δ =  (22) 

Расчеты на сетках с поперечными масштабами δ=Δ 2 , δ=Δ 3  дают 
погрешность в распределении потока тепла к границе менее 5%. Помимо 
поперечного размера расчетной области независимыми параметрами 

задачи являются модифицированное число Рэлея Ra ,
I

 число Прандтля 

Pr  и аспектное отношение / .R H  Влияние последних двух в работе 
не исследовалось, и во всех численных экспериментах они предполага-

лись равными единице ( )Pr 1, / 1 .R H= =  Таким образом, с учетом соот-

ношения (22), единственным независимым параметром задачи является 

модифицированное число Рэлея Ra .
I

 

Численное решение уравнений движения для ПС (15)—(17) проводилось 
с использованием неявной разностной схемы, требующей выбора началь-

ного профиля температуры в основном объеме 
b
T
~

: 
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Δ
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Δ

%

% % % %

%
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Здесь нижний индекс j отвечает поперечной координате ,y%  а верхние 

n, s — продольной координате ;z%  z~Δ  и y~Δ  — шаги сетки по продольной 

и поперечной координате соответственно. Поскольку уравнения (23), (24) 
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нелинейные, для их линеаризации был введен промежуточный слой s  по 
координате ,z%  аналогично [10]. В начальный момент .s n=  Далее сис-

тема (23)—(25) решалась с использованием итерационного процесса ме-
тодом прогонки [11], при этом каждый раз вычислялся новый s-слой до 
тех пор, пока квадратный корень из суммы квадратов невязок не стано-
вился меньше заданного порогового числа: 

 ( )1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) .n s n s n s
j j j j j j

j

u u v v T T
− − −

− + − + − < ε∑ % %

% % % %  (26) 

Только после этого можно считать, что (n – 1)-й слой посчитан. Весь процесс 
продолжался до “дна”, которое соответствует значению 1=n  или 0.z =%  

После того как ПС был посчитан, вычислялась скорость в основном объеме 
при помощи интегрирования уравнения (19) методом трапеций. Анало-
гичным образом из уравнения (20) находилось новое значение темпера-
туры на “дне”. Далее методом прогонки из уравнения (18) определялись 

температура в основном объеме и ошибка ( )∑ −

+

n

inin
TT

2,
b

1,
b

~~

, где i — но-

мер итерации. Итерационный процесс продолжался до тех пор, пока не вы-
полнилось условие 

 ( ) ε<−∑ +

n

inin
TT

2,
b

1,
b

~~

. (27) 

Решениями системы (15)—(20) являются пять массивов b, , , , .u v T U T% % %

% %  

Безразмерная плотность теплового потока к границе вычислялась по формуле 

 
y

yzT
zq ~

)~,~(
~

)~(~

Δ

Δ
= . (28) 

Средний тепловой поток к границе определяется интегралом 

 zdzqQ ~)~(~
1

0

∫= . (29) 

Из уравнения (29) и условий обезразмеривания для среднего числа 
Нуссельта имеем 
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max

~

~

Nu
T

qH

Δ
= , (30) 

где max

~
T  — максимальная температура в объеме. Расчет производился в 

диапазоне модифицированных чисел Рэлея 6 12
10 Ra 10 .

I
≤ ≤  При этом каж-

дый раз по формуле (30) вычислялось значение среднего теплового потока. 

Аналогичным образом проводилось обезразмеривание и построение ко-
нечно-разностных уравнений для полусферической геометрии. При этом 

результаты получены для 
0

arccos(1 ).
R

Δ
θ = −  

4. Обсуждение результатов 

Система уравнений с граничными условиями (1)—(13) решалась численно 

в диапазоне модифицированных чисел Рэлея 6 12
10 Ra 10 .

I
≤ ≤  Как уже 

отмечалось, зависимость характеристик теплоотдачи от аспектного отно-
шения и числа Прандтля не исследовалась. Во всех расчетах предполага-
лось, что число Прандтля равно единице, а радиус объема равен его высо-
те. Безразмерные характеристики свободной конвекции в цилиндре и в 
полусфере представлены на рис. 3—7. Расчетные кривые подтверждают 
немонотонный профиль температуры в пограничном слое в нижней части 
объема [6, 9], что способствует торможению потока жидкости (рис. 3). На 

рис. 4 видно, что на внешней границе ПС ( 1)y =  производная продольной 

скорости не обращается в нуль, что означает существование возвратного 
течения, которое не учитывается в настоящей работе. Однако сравнение с 
результатом прямого численного моделирования показывает, что подобное 
пренебрежение приводит к ошибке в распределении потока тепла к границе 
не более чем в 1%. Профиль температуры в основном объеме (рис. 5), а 
также распределение теплоотдачи к боковой границе удовлетворяют ре-
зультатам прямого численного моделирования, выполненного с помощью 
программного пакета FLUENT. Плотность потока тепла достигает максимума 
у верхней горизонтальной границы (рис. 6), что также удовлетворяет ре-
зультатам экспериментов и численных расчетов [6, 7]. Интерполяция чис-
ленных результатов для среднего числа Нуссельта через боковую (в случае 
полусферы — нижнюю) границу привела к следующим корреляциям: 

цилиндр: 

 

0,19 6 12
sdNu 0,45Ra , 10 Ra 10 ;

I I
= ≤ ≤  (31) 

полусфера: 

 0,18 7 12
dnNu 0,44Ra , 10 Ra 10 .

I I
= ≤ ≤  (32) 
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Рис. 3. Температура в пограничном слое: 

 а — цилиндр, б — полусфера. 10
Ra 10 .

I
=  

1 — z/H = 0,1; 2 — z/H = 0,5; 3 — z/H = 0,9 
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Рис. 4. Продольная компонента скорости в пограничном слое:  

а — цилиндр, б — полусфера. 10
Ra 10 .

I
=  

1 — z/H = 0,1; 2 — z/H = 0,5; 3 — z/H = 0,9 
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Рис. 5. Температура в основном объеме: 

 а — цилиндр, б — полусфера. 10
Ra 10 .

I
=  

1 — FLUENT; 2 — упрощенная схема 
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Рис. 6. Плотность теплового потока к границе: 

 а — цилиндр, б — полусфера. 10
Ra 10 .

I
=  

1 — расчет для энерговыделяющей жидкости;2 — расчет для модели с 
постоянной температурой в объеме 
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Рис. 7. Интегральный поток тепла: 
 а — цилиндр, б — полусфера. 

1 — прямое численное моделирование (FLUENT); 2 — упрощенная схема; 
 3 — постоянная температура в объеме 
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Результаты расчета качественно удовлетворяют результатам эксперимен-
тов [4, 6]. Существующее расхождение в среднем числе Нуссельта (табл. 1, 2) 
объясняется различием в числе Прандтля, в мощности энерговыделения и 

аспектном отношении ( / 1/ 3R H =  в [6]). Сравнение с результатом прямо-
го численного моделирования, проведенного с использованием программ-
ного пакета FLUENT, не обнаружило существенных расхождений, особенно 
при высоких числах Рэлея. Имеющееся отличие объясняется пренебреже-
нием отводом тепла в дно в предложенной модели (см. (12), (13)). 

Таблица 1. Среднее число Нуссельта на боковой границе  
(результаты расчетов, цилиндр) 

Источник (эксперимент, 
расчет, модель) 

Корреляции 

Упрощенный расчет 0,19 6 12
sdNu 0,45Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Задача Польгаузена 0,21 6 12
sdNu 0,45Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Расчет Хольцбехера 
0,2 10 13

sdNu 0,66Ra 3 10 Ra 10 Pr 7
I I

= × ≤ ≤ ≈

 

Прямое численное 
моделирование  
(FLUENT) 

0,2 6 12
sdNu 0,33Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Таблица 2. Среднее число Нуссельта на нижней границе  
(результаты расчетов, полусфера) 

Источник (эксперимент, 
расчет, модель) 

Корреляции 

Упрощенный расчет 0,18 7 12
dnNu 0,44Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Постоянная температу-
ра в объеме 

0,2 7 12
dnNu 0,46Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Эксперимент Маингера 
0,18 7 10

dnNu 0,54Ra 10 Ra 5 10 Pr 7
I I

= ≤ ≤ × ≈

 

Прямое численное 
моделирование  
(FLUENT) 

0,9 8 11
dnNu 0,39Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

 

В ряде инженерных приложений [13] при расчете конвективных течений в 
замкнутых полостях пренебрегают стратификацией температуры в основном 
объеме. Корреляция (31) отличается от формулы для конвекции нетепловы-
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деляющей жидкости у вертикальной полубесконечной пластины с постоян-
ной температурой вдали от твердых границ [12] (задача Польгаузена) 

 1/ 4

sd
Nu 0,54Ra=  (33) 

или, для модифицированного числа Рэлея, 

 0,21
sdNu 0,55Ra .

I
=  (34) 

Представленные на рис. 6 и 7 графики распределения теплового потока 
вдоль боковой поверхности и среднего числа Нуссельта показывают 
существенное различие между конвекцией тепловыделяющей жидкости 
и жидкости без внутренних источников тепла с постоянной температу-
рой вдали от твердых границ. Особенно это касается нижней части объ-
ема, где возрастает влияние стратификации температуры в основном 
объеме на структуру пограничного слоя. В этой области значения плот-
ностей теплового потока в случае энерговыделяющей жидкости и жид-
кости без внутренних источников тепла с постоянной температурой в 
основном объеме отличаются в семь раз. 

Как следует из данных табл. 1 и 2, важным фактором, влияющим на рас-
пределение теплоотдачи, является геометрия объема. Для полусфериче-
ской геометрии в [9] на основе анализа размерностей и условий баланса 
массы, импульса и энергии были получены простые аналитические оцен-
ки для характеристик теплоотдачи жидкости с внутренними источниками 
тепла в нижней части объема. Аналогичные рассуждения для случая ци-
линдрической геометрии также позволили получить качественные оцен-
ки для характеристик теплоотдачи: 

цилиндр: 

 ( ) ( ) ( )const, , ;
b

u z q z c dz T z a bz∝ ∝ + ∝ +  (35) 

полусфера: 

 ,)(,)(,)( 5/425/9
zzTqu

b
∝θ∝θθ∝θ  (36) 

где u  — среднее значение модуля продольной скорости в пограничном 

слое; , , ,a b c d  — константы. Из сравнения (35) и (36) следует, что рас-

пределение потока тепла вдоль границы объема в случае полусферическо-
го и цилиндрического объемов различно. Это подтверждают и результаты 
численного расчета (см. рис. 6). 
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5. Заключение 

Построена физическая модель и разработан численный алгоритм решения 
свободно-конвективной теплоотдачи энерговыделяющей жидкости в 
замкнутом объеме. Численно решена задача о ламинарном течении в 
цилиндрическом и полусферическом объемах с изотермическим условием 

на боковой (в случае полусферы — нижней) границе в диапазоне моди-

фицированных чисел Рэлея 6 12
10 Ra 10 .

I
≤ ≤  По результатам расчета 

получена зависимость среднего безразмерного потока тепла (числа 
Нуссельта) к боковой (в случае полусферы нижней) границе от модифи-
цированного числа Рэлея. Найденные распределения скоростей и темпе-
ратуры в пограничном слое на боковой границе по своей структуре соот-
ветствуют результатам экспериментов и численных расчетов. Изучено 
влияние стратификации температуры в основном объеме на характеристики 
теплоотдачи. Оказалось, что пренебрежение стратификацией при вычис-
лении интегрального распределения плотности теплового потока к границе 
может приводить к завышению более чем в два раза, а в случае локального 
распределения плотности потока тепла — к завышению в семь раз. 

Авторы благодарны профессору В. М. Головизнину и доктору Е. Ф. Ноготову 
за консультации по численным методам. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 05-08-
17964-а). 
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V. Свободная конвекция в квазидвумерной 
(slice-) геометрии 

П. С. Кондратенко, Д. В. Никольский 

1. Введение 

В исследованиях по проблеме безопасности АЭС особое место занимают 
тяжелые аварии. При потере теплоносителя и разрушении активной зоны 
возможно накопление тепловыделяющего расплава на дне корпуса реак-
тора. В такой ситуации возникает задача сохранения целостности корпуса 
с целью предотвращения выхода радиоактивных материалов. На сегодня 
основными стратегиями по решению этой проблемы для водо-водяных 
реакторов корпусного типа средней и малой мощности являются внешнее 
охлаждение и затопление активной зоны водой. При этом эффективность 
охлаждения определяется механизмом кипения на внешней поверхности 
корпуса реактора. Во избежание возникновения кризиса кипения требу-
ется знать локальное распределение потока тепла к поверхности, которое 
определяется свободной конвекцией тепловыделяющего расплава. 

При экспериментальном исследовании тяжелоаварийных процессов воз-
никает ряд трудностей. Например, многие параметры задачи, такие как 
теплофизические свойства расплава, условия теплоотвода на границе, 
оказываются неопределенными. Ввиду невозможности проведения экспе-
римента с тепловыделяющим расплавом в объемах, сопоставимых с разме-
рами реакторных установок, используются модельные жидкости: вода, 
фреон, расплавы солей, в которых объемное тепловыделение создается 
индукционными токами или джоулевым нагревом. При сохранении исход-
ной геометрии добиться однородного распределения тепловыделения по 
объему крайне проблематично, поэтому в экспериментах часто использо-
валась полость в виде относительно тонкого плоскопараллельного слоя, 
рассматриваемого как осевой срез прототипного трехмерного объема (так 
называемая slice-геометрия). В любом случае остается открытым вопрос о 
степени соответствия полученных результатов прототипной ситуации. 
Этому вопросу и посвящена настоящая работа. 
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2. Критерии качественного соответствия 
конвекции в квазидвумерной (slice-) 
геометрии трехмерному аналогу 

2.1. Математическое описание и основные характеристики 
свободной конвекции в замкнутом объеме 

Свободную конвекцию жидкости обычно описывают в приближении 
Буссинеска, которое соответствует системе уравнений (см. [1]) 

 ,0div =v

r

 (2.1) 

 ( ) ,vTg
P

vv
rrrr

Δν+α+
ρ

∇
−=∇  (2.2) 

 ( ) .

p
c

Q
TTv

ρ
+Δχ=∇

r

 (2.3) 

Здесь v
r

 — скорость течения; T  — температура; ( )rQQ
r

=  — объемная 

плотность источников тепла; ν  — кинематическая вязкость; χ  — темпе-

ратуропроводность; g
r

 — ускорение свободного падения; α  — коэффициент 

теплового расширения. 

Система (2.1)—(2.3) представляет собой запись законов сохранения мас-
сы, импульса и энергии. Уравнения выводились в предположении, что от-
клонения плотности от среднего значения, вызванные неоднородностью 
температуры, настолько малы, что ими можно пренебречь во всех уравне-
ниях, кроме уравнения баланса импульса (2.2) (уравнения Навье — Сто-
кса), где это отклонение учитывается в члене с подъемной силой [2]. 

В области пограничного слоя (ПС) будем обозначать продольную и попе-
речную компоненты скорости как u  и v  с индексами, соответствующими 
тому или иному участку границы. В области основного объема (вне погра-
ничных слоев) будем пользоваться декартовой системой координат и обо-

значать компоненты скорости как ,
x

U  
y

U  и .
z

U  

Представляющая интерес для практических приложений форма объема, в 
котором рассматривается свободно-конвективная теплоотдача, предпола-
гается аксиально-симметричной, с вертикальной осью, с полусферическим 
или полуэллиптическим нижним участком границы, в некоторых случаях с 
цилиндрическим боковым участком, и с плоским горизонтальным верхним 
участком границы (в литературе такая форма часто обозначается терми-
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ном “торисфера”), что соответствует геометрии водо-водяных реакторных 
установок в их нижней части. Граничные условия предполагаются или 
полностью изотермическими, или с изотермическим нижним и теплоизо-
лированным верхним участками. 

Основными характеристиками теплоотдачи жидкости с внутренними ис-
точниками тепла являются распределение плотности потока тепла к гра-
нице q  и максимальное превышение температуры жидкости в объеме над 

температурой границы .TΔ  Закономерности, связанные с этими характе-
ристиками, удобно представлять в виде зависимостей безразмерных чисел 
Нуссельта и Рэлея, определенных соотношениями 

 ,Nu
T

qH

Δλ
=  (2.4) 

 
3

Ra ,
g T HαΔ

=
νχ

 (2.5) 

от модифицированного числа Рэлея 
I

Ra  

 .Ra

5

λνχ

α
=

QHg
I

 (2.6) 

В формулах (2.4)—(2.6) λ  — теплопроводность; H  — характерный 
линейный размер по вертикали занимаемого жидкостью объема (вы-
сота). Локальное число Нуссельта, характеризующее распределение 
потока тепла к границе, является функцией координат вдоль поверх-

ности границы. Число 
I

Ra  по существу есть безразмерная мощность 

тепловыделения жидкости. 

Отметим, что для жидкости без внутренних источников тепла независимой 
переменной является число Ra  (при этом в качестве TΔ  в (2.4) следует 
понимать характерную разность температур, связанную с граничными 
условиями). Соответственно теплопередача в этой жидкости определяется 

в виде ( )Nu Nu Ra .=  Напротив, в тепловыделяющей жидкости в качестве 

независимой переменной выступает модифицированное число Рэлея 
I

Ra , 

а Ra  наряду с Nu  должно рассматриваться как функция Ra .
I

 Следует 

отметить, что нижняя граница диапазона модифицированных чисел Рэлея, 

представляющего практический интерес, — порядка 7
10 ,  т. е. существен-

но выше единицы. Наиболее высокие уровни тепловыделения, рассматри-
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ваемые в задачах, посвященных гипотетическим тяжелым авариям с рас-

плавлением активной зоны, соответствуют 17
10~Ra

I
. 

Как показывают теоретические оценки и эксперименты, диапазон значе-

ний модифицированного числа Рэлея 13
10Ra <

I
 соответствует ламинар-

ному режиму течения во всем объеме за исключением области Рэлея—

Бенара, где течение при 7
10Ra >

I
 заведомо турбулентно. Дальнейший 

анализ проведен именно для этого диапазона чисел Рэлея. 

2.2. Постановка задачи 

Множество экспериментов, моделирующих свободную конвекцию тепло-
выделяющей жидкости, как уже упоминалось, проводилось в так называе-
мой slice-геометрии, т. е. в тонком плоскопараллельном вертикальном 
срезе моделируемого объема с поперечным размером ,L  много меньшим 

высоты H  и радиуса кривизны нижней поверхности R  (рис. 1). В сосуде 
либо создавался внутренний (джоулев) источник тепла (боковые стенки 
при этом были теплоизолированными) [3—11], либо он подогревался 
извне через эти стенки [12]. При такой постановке, естественно, возника-
ет вопрос адекватности замены геометрии полости. 

 

Рис. 1. Свободная конвекция тепловыделяющей жидкости в замкнутом 
объеме. Геометрия прототипа и квазидвумерной модели. Общая 

структура течения 
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Предварительный анализ свободной конвекции в квазидвумерной геомет-
рии проводился ранее, в [13]. В настоящей работе дан подробный анализ 
структуры пограничных слоев, их влияния на картину стратификации в 
основной части объема и характер распределения теплоотдачи. Рас-
смотрены оба варианта симуляции объемного источника тепла. 

Степень соответствия данных slice-эксперимента прототипу обусловлена 
влиянием следующих факторов: 

• ограничение движения в поперечном к боковым стенкам направлении; 

• вязкое трение о боковые стенки. 

При охлаждении верхней горизонтальной границы в области конвекции 
Рэлея — Бенара в интересующем нас диапазоне мощностей течение, как 
уже говорилось, турбулентно, а значит, трехмерно. С одной стороны, в 
slice-геометрии масштабы пульсаций ограничены в одном направлении, 
но, с другой стороны, это не должно на качественном уровне искажать 
характеристики теплоотдачи, если толщина полости L  велика в срав-
нении с характерными толщинами вязких подслоев у стенок, имеющими 
порядок колмогоровской длины (численные множители для разных 
типов геометрии, естественно, не обязаны совпадать). Таким образом, 
качественное соответствие теплоотдачи в области Рэлея — Бенара 
между двумя типами геометрии определяется соотношением этих двух 
пространственных масштабов. 

Рассмотрим теперь часть объема, лежащую ниже точки максимума темпе-
ратуры. Первый из двух перечисленных факторов стремится сделать тече-
ние в этой области практически таким же, как в сосуде в форме длинного 
горизонтального полуцилиндра с тем же, что и у среза, радиусом кривизны 
нижней границы .R  Последний, таким образом, можно рассматривать 
как некий промежуточный объект между прототипным и моделирую-
щим объемами [13, 14]. Течение в прототипной трехмерной геометрии 
при ламинарном режиме аксиально-симметрично, стало быть, двумер-
но, и некоторые характеристики теплоотдачи в цилиндрической и сфе-
рической геометрии должны совпадать с точностью до численных мно-
жителей, а именно: 

• зависимости интегральных характеристик теплоотдачи (чисел Нус-
сельта) от модифицированного числа Рэлея [15, 16]; 

• предельные зависимости плотности теплового потока от угловой 
координаты на охлаждаемой (нижней) границе [17—19]. 

Совпадение перечисленных характеристик с точностью до численных 
коэффициентов определяет наилучшее возможное соответствие slice-
модели трехмерному прототипу. Фактором, способным нарушить это 
соответствие, остается вязкое трение о вертикальные боковые стенки, 
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которое приводит к образованию вблизи этих стенок пограничных слоев 
(таким образом, течение становится сугубо трехмерным). Влияние этого 
фактора незначительно, если: 

• пограничные слои на боковых стенках не нарушают режим кон-
векции в области конвекции Рэлея — Бенара; 

• пограничные слои на боковых стенках не искажают режим темпе-
ратурной стратификации в нижней части объема); 

• ПС на охлаждаемой нижней границе достаточно тонок по сравне-
нию с толщиной slice-объема ,L  так что трение о боковые стенки 

не оказывает существенного влияния на течение в нем. 

Перечисленные обстоятельства накладывают ограничения снизу на тол-
щину slice-объема .L  Их установлению и посвящен настоящий раздел. 

2.3. Внутренний (джоулев) разогрев 

Теперь перейдем непосредственно к анализу свободной конвекции в slice-
полости с объемным тепловыделением. Систему координат выберем 
следующим образом: ось x  направим горизонтально вдоль вертикальных 
теплоизолированных плоских участков границы, ось y  направим по нор-

мали к ним, ось z  — вертикально вверх (см. рис. 1). Будем считать режим 
течения в ПС на охлаждаемой границе ламинарным. Число Прандтля 

χ
ν=Pr  будем полагать порядка единицы. 

Рассмотрим нижнюю область объема, соответствующую области темпера-
турной стратификации в трехмерной геометрии. Прежде чем приступить к 
анализу ПС на теплоизолированных боковых стенках, приведем некоторые 
оценки для свободно-конвективного ПС на охлаждаемом участке границы, 
которыми будем пользоваться ниже. 

Наибольшая толщина ПС на охлаждаемой границе, достигаемая вблизи 
полюса (самой нижней точки границы), была оценена в [19]: 

 
1
6

max

~ Ra .
c

I
R

−

δ
 (2.7) 

Для того чтобы течение в ПС оставалось, как упоминалось выше, двумер-
ным, необходимо, чтобы вязкое трение о плоские боковые стенки не ис-
кажало течения в нем. Отсюда возникает требование, чтобы толщина ПС 
была малой по сравнению с поперечным размером полости :L  

 ,
max

L
c

<<δ  (2.8) 
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или, с учетом (2.7), 

 .Ra 6
1

−

>>
I

R

L
  

При условии (2.8) для ПС будут справедливы оценки, вытекающие из 
уравнений баланса массы, импульса и энергии, аналогичные найденным в 
[19] для аксиально-симметричной геометрии. 

Из уравнения баланса массы (2.1) получаем следующую оценку: 

 
c c c

~ ~ ~ ,
c c

z R Rz
U v u u

δ δ

θ
 (2.9) 

где 
z

U  — вертикальная компонента скорости в основном объеме; 
c

u  и 
c
v  

— продольная и поперечная компоненты скорости в ПС на охлаждаемой грани-
це; z  — вертикальная координата, отсчитанная от полюса; θ  — угловая 
координата, отсчитанная от полюса. 

Из уравнения баланса импульса (2.2) имеем 

 2

c
~ ,

b
u g T zα  (2.10) 

где 
b

T  — температура в основном объеме (области вне пограничного слоя 

на охлаждаемом участке границы). 

Из уравнения баланса энергии (2.3) вытекает 

 2

c c
~ .u Rδ χ θ  (2.11) 

Поскольку течение в нижней части основного объема жидкости 
−

V  от-

носительно медленное, толщины ПС на теплоизолированных боковых 

стенках 
s

δ  в этой области ожидаются наибольшими среди всех участ-

ков границы объема: 

 .~

z

s

U

zν
δ   

В работе [19] была получена оценка для толщины ПС на охлаждаемой границе 

 
2
5

c c max *
~ ,

−

θ⎛ ⎞
δ δ ⎜ ⎟

θ⎝ ⎠
  

где *

θ  определяется условием 

 ( )* *2

c c max
~ ~ .Rδ θ θ δ   
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Углу θ  соответствует значение координаты 
2

2
θ

≈
R

z , таким образом, 

 

1
5

c c max

c max

~ .

z

−

⎛ ⎞
δ δ ⎜ ⎟⎜ ⎟δ⎝ ⎠

 (2.12) 

Пользуясь этой оценкой, а также (2.9) и (2.11), находим 

 

2
5

c max c max

~ ,
s

z
⎛ ⎞δ
⎜ ⎟
⎜ ⎟δ δ⎝ ⎠

  

откуда с учетом (2.7) следует 

 .Ra~ 10
1

−δ

I

s

R
 (2.13) 

В некоторых случаях толщина ПС на боковой стенке может быть срав-
нима с толщиной всего объема, что на первый взгляд может показаться 
неприемлемым с точки зрения соответствия модели трехмерному про-
тотипу, так как режим стратификации, а стало быть, и распределение 
теплоотдачи при этом будут существенно искажены. Но подробный 
анализ ПС на вертикальной теплоизолированной границе дает не столь 
пессимистичные результаты. 

Остановимся для начала на горизонтальном течении и предположим, что 
толщина ПС на боковой стенке — одного (или большего) порядка с пол-
ной толщиной объема .L  При этом силы вязкости и давления при рас-
смотрении горизонтального течения существенны. Тем не менее можно 
показать, что горизонтальное течение не нарушает режим температурной 
стратификации. Из горизонтальных компонент уравнения баланса им-
пульса (2.2) оценим характерные масштабы изменения давления по гори-
зонтальным направлениям: 

 { } { } .~,~
2

L

U
P

L

URz
P

y

y

x

x

νρ
δ

νρ
δ   

Для уравнения баланса массы (2.1) в основном объеме справедлива сле-
дующая оценка: 

 .~~

z

U

L

U

Rz

U zyx   
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Используя (2.9)—(2.11) и эту оценку, находим 

 { } { }
3 3

2
~ , ~ .

c c
b bx y

P g T P g T
RzL

δ δ
δ ρ α δ ρ α  (2.14) 

Ввиду того что течение вне ПС на охлаждаемой границе медленное по 
сравнению с ПС на охлаждаемой границе, градиент давления в уравнении 
баланса импульса (2.2) для вертикальной компоненты течения целиком 
уравновешивается архимедовой силой, как в гидростатике (см. [19]). 
Пользуясь этим соображением, из (2.14) оценим масштабы изменения 
температуры по горизонтальным направлениям: 

 { } { }
3 3

c c

2 2
~ , ~ ,b b b b b bx y

T T T T T T

L z Rz

δ δ
δ << δ <<  (2.15) 

т. е. характерные перепады температур по горизонтальным направлениям 
существенно меньше перепада по вертикали, иначе говоря, температура 
зависит практически только от вертикальной координаты. Таким образом, 
фактором, способным привести к искажению стратификации, остается 
лишь вертикальное течение в ПС на плоских вертикальных границах. 

С учетом (2.17) при условии малости толщины ПС на охлаждаемой границе 
уравнение энергетического баланса в основном объеме (вне ПС на охлаж-
даемом участке границы) приобретает вид 

 .

b

z

dT Q
U

dz c
=
ρ

 (2.16) 

Теперь рассмотрим вертикальное течение вблизи теплоизолированной 
боковой стенки, полагая известными зависимости вертикальной скорости 

zU  и температуры bT  в основном объеме от координаты z. 

Механизм формирования ПС для вертикальной скорости существенно от-
личается от ответственного за формирование как сдвиговых, так и сво-
бодно-конвективных слоев. Качественно этот механизм можно объяснить 
следующим образом. Градиент температуры вне ПС на охлаждаемой гра-
нице, как видно из (2.16), обратно пропорционален вертикальной скоро-
сти течения. Тем самым создается обратная связь: замедление течения за 
счет вязкого трения о стенку приводит к местному разогреву и, как след-
ствие, к росту сил плавучести. Это, в свою очередь, ведет к выравниванию 
поперечных профилей вертикальной скорости и температуры везде, кроме 
тонкого слоя, где они меняются с поперечной координатой .y  Таким обра-

зом, формируется ПС, основанный не на балансе инерционных и вязких 
сил, как обычно, а на балансе сил вязкости и плавучести. Забегая вперед 
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(см. неравенство (2.23)), отметим, что вклад инерционных сил при этом ока-
зывается несущественным. Сравнивая вязкие силы и силы плавучести в 
уравнении баланса импульса, выразим толщину ПС для вертикальной скоро-

сти 
z

δ  (в дальнейшем будем называть его z-подслоем), полагая ~ :
z

y δ  

 ( )
2

2

2 2
~ ~ ~ .

z z

b z

z

U Uu
g T T

g Ty

ν∂
α − ν ν ⇒ δ

αΔ∂ δ
 (2.17) 

В уравнении теплопереноса (2.3) ни конвекцией, ни теплопроводностью, ни 
вкладом внутренних источников тепла нельзя пренебречь. Приравнивая по 
порядку величины два последних, найдем перепад температуры по ПС :TΔ  
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z y c cy
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 (2.18) 

Это позволит нам выразить :
z

δ  
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δ
ρ

α
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δ   
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z
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g g

c dz

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
νχ νχ⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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 (2.19) 

Используя эту оценку для толщины z-подслоя 
z

δ , а также (2.9)—(2.11), 

покажем малость перепада температуры по подслою TΔ  по сравнению с :
b
T  
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4

2

2 2c

2
~ ~ Pr ; 1.

z

b
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Q
c T

T T
Rz T

δ
ρ δ Δ

Δ <<
χ

 (2.20) 

Используя оценки (2.18) и (2.19), выразим 
z

δ  через толщину ПС на 

охлаждаемом участке границы, соответствующую тому же значению 
координаты z : 
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Выражая 
z

U  с помощью оценок (2.9) и (2.11), получаем, что толщина 

z-подслоя не превышает наибольшей толщины ПС на охлаждаемом 
участке границы: 

 

1
20

c cmax
~ ,

z

z
L

R

⎛ ⎞
δ δ < δ <<⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.21) 

а стало быть, z-подслой при соблюдении неравенства (2.8) существенно 
тоньше самой полости и не оказывает влияния на режим стратификации 
в ней. Это обстоятельство позволяет окончательно установить ограниче-
ния на толщину slice-объема (см. в конце раздела). 

Пользуясь зависимостью 
2
5

c

−

δ ∝ θ  (см. [19]), покажем малость 
z

δ  по 

сравнению с толщиной ПС для горизонтальной скорости (сдвигового типа) 

на боковой стенке 
s

δ , имеющей порядок 
z

s
U

zν
δ ~ : 
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c 52 2~ Pr ~ Pr Ra 1.
z

I

s

z

RRz
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−− −

⎛ ⎞ δδ ⎛ ⎞
<<⎜ ⎟ ⎜ ⎟

δ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (2.22) 

s
δ  имеет тот же порядок, что и толщина гипотетического сдвигового 

слоя, соответствующая скорости течения вдали от стенки 
z

U , т. е. того 

масштаба длины, на котором вязкие и инерционные силы сравниваются 
по порядку величины. 

Этот факт (см. (2.22)) позволяет пренебречь инерционными слагаемыми в 
вертикальной компоненте уравнения баланса импульса (2.2): 

 .1~~
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 (2.23) 

Тем самым указанное уравнение линеаризуется: 

 ( )
2

2
.

b

u
g T T

y

∂
−ν = α −

∂
 (2.24) 

Таким образом, зависимость от горизонтальной компоненты скорости 
исчезает из уравнения. Принимая во внимание малость перепада темпе-
ратуры по z-подслою (см. (2.20)) и вычитая уравнение баланса энергии 
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в основном объеме (2.16), приводим уравнение теплопереноса (2.3) в 
z-подслое к виду 
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dz y

∂
− = χ

∂
 (2.25) 

Представим вертикальную скорость и температуру как 
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′= +
 (2.26) 

и запишем систему уравнений (2.24), (2.25) в следующем виде: 
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Обезразмерим поперечную координату y, скорость и температуру: 

 

( ) ( )

1
4

1
2

2

2

, ,
z

b

z

b

y u U z
dT

g
dz

U d
T

dTg dg
dz

−

⎛ ⎞
νχ⎜ ⎟ ′= η = ϕ η⎜ ⎟

⎜ ⎟α⎝ ⎠

⎛ ⎞
ν νχ ϕ⎜ ⎟′ = − ⎜ ⎟α η⎜ ⎟α⎝ ⎠

 (2.28) 

и сведем систему (2.27) к обыкновенному дифференциальному уравнению 
четвертого порядка: 

 

4

4

2 3

2 30

0

,

1; 0.

d

d

d d

d d
∞

∞

ϕ
= −ϕ

η

ϕ ϕ
ϕ = − ϕ = = =

η η

 (2.29) 

Решение этого уравнения с учетом (2.28) приводит к следующим выраже-
ниям для скорости и температуры в z-подслое: 
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2

1
2

2

1 2 cos ,
42

2 sin .
42

z

b

z

b

u U e

dT
gU dzT T e

g

η
−

η
−

⎛ ⎞⎛ ⎞η π⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞α ⎛ ⎞ν η π⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟α νχ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.30) 

Решение уравнения (2.29) показано на рис. 2  

 

Рис. 2. Профили приведенных вертикальной скорости ϕ  и температуры 

ϕ′′−  в ПС на вертикальной боковой стенке при внутреннем разогреве 

(см. (2.27), (2.28)) 

Ввиду неравенства (2.21) наиболее опасный ПС, способный нарушить соот-
ветствие квазидвумерной модели ее трехмерному прототипу, — ПС на охлаж-
даемой границе. Таким образом, условия наилучшего соответствия могут быть 
выражены в виде следующих геометрических ограничений (см. (2.8)): 

 
c max

,L Rδ << <<  (2.31) 

которые с учетом (2.7) записываются в безразмерном виде: 

 
1
6Ra 1.

I

L

R

−

<< <<  (2.32) 
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2.4. Боковой (стеночный) разогрев 

Теперь рассмотрим модель с подводом тепла через плоские вертикальные 
участки границы. При такой постановке эксперимента внутренние источ-
ники тепла отсутствуют, однако в этом случае можно ввести безразмерный 
критерий, аналогичный модифицированному числу Рэлея, введенному для 
прототипного объема или квазидвумерной модели с внутренними источ-
никами тепла. Он будет выглядеть как 

 ,Ra

5

L

Hqg
s

m

νχλ

α
=  (2.33) 

где 
s

q  — плотность потока тепла, подводимого через плоские вертикаль-

ные участки границы. Величина 
L

q
s  при этом играет ту же роль, что и 

плотность источников тепла Q  в случае объемного тепловыделения. 

Ограничения (2.31), (2.32) остаются справедливыми с заменой 
I

Ra  на 

Ra .
m

 Пограничные слои, возникающие при этом на вертикальных боко-

вых стенках, являются теперь классическими свободно-конвективными 
ПС. В зависимости от соотношения толщин ПС и поперечного размера объ-
ема L  можно выделить два случая: 

1) ПС не стеснены (толщины ПС много меньше L ); 
2) ПС стеснены (поперечный размер объема меньше толщины ПС). 

Рассмотрим для начала первый случай, когда свободно-конвективные ПС 
на вертикальных боковых стенках отделены друг от друга. Будем полагать, 
что ограничение (2.32) выполнено. Выпишем оценки, вытекающие из 
условий баланса массы импульса и энергии в ПС. 

Из уравнения баланса массы (2.1) имеем 

 ~ ,
s s

s

u v

z δ
 (2.34) 

где 

 .~

s

s

v

χ
δ   

Отсюда можно выразить продольную скорость в ПС 

 .~

2

χ

zv

u
s

s
 (2.35) 
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Из условия баланса импульса (2.2) получаем 

 ,~
2

zTgu
ss

Δα  (2.36) 

где 
s

TΔ  — порядок перепада температуры по ПС. 

Из условия баланса энергии (2.3) вытекает: 

 .~

c

q
Tv s

ss

ρ
Δ  (2.37) 

Теперь, пользуясь оценками (2.34), (2.36) и (2.37), свяжем поперечную 

скорость на свободной границе ПС (скорость подсоса) 
s
v  с плотностью 

теплового потока через боковую стенку :
s

q  

 
2

4
~ ,

s

s

g T
v

z

αχ Δ
 ,~

2

5

z

g

c

q
v

s

s

αχ

ρ
  

 .~
5

1
5

1
2

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ρ

αχ
z

c

qg
v s

s
 (2.38) 

Из уравнения баланса массы (2.1) в основном объеме вытекает оценка 

 .~

z

U

L

U
zy

  

С учетом условий сопряжения с пограничными слоями она приобретает вид 

 .~

z

v

L

v
cs  (2.39) 

Используя (2.39), находим поперечную компоненту скорости на перифе-

рии ПС на охлаждаемой границе :
c
v  

 .~

5
4

5
1

2

L

z

c

qg
v s

c ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ρ

αχ
 (2.40) 

Для ПС на охлаждаемом участке границы при выполнении условий (2.32) 
можно выписать оценки, аналогичные соотношениям (2.9)—(2.11). 
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Используя их, оценим перепад температуры по ПС 
c
TΔ  и плотность тепло-

вого потока через охлаждаемую границу 
c
.q  

Из условия баланса массы (2.1) имеем 

 c c

c

~ ,

u v

Rθ δ
 (2.41) 

где толщина ПС 
c

c

~ .

v

χ
δ  

Отсюда вытекает связь продольной и поперечной компонент скорости: 

 

2 2

c c

c
~ ~ .

v R v Rz
u

θ

χ χ
 (2.42) 

Из условия баланса импульса (2.2) следует: 

 
2

c c
~ .u g T zαΔ  (2.43) 

Пользуясь (2.42) и (2.43), свяжем поперечную скорость и перепад темпе-

ратуры по ПС 
c
:TΔ  

 

2

4 c

c
~ .

g T
v

R

αχ Δ
 (2.44) 

Теперь выразим плотность потока тепла через охлаждаемую границу: 

 

5

8

c c c
~ ~ .

s

R
q cv T q

L

⎛ ⎞ρ Δ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.45) 

Как видно, зависимость плотности теплового потока от полярного угла 
8

c
( )q ∝ θ  существенно отличается от имеющей место в трехмерной гео-

метрии 2

c
( )q ∝ θ  [19]. Отсюда мы заключаем, что случай с разделенными 

свободно-конвективными ПС на вертикальных боковых стенках неприем-
лем для моделирования свободной конвекции в трехмерной геометрии. 

Рассмотрим теперь случай “тонкого” среза: 
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2

z
u

z
L

χ
<<  (2.46) 

что соответствует малости L  по сравнению с толщиной гипотетического 

ПС на вертикальной стенке .

s
δ  

Мы продолжаем полагать, что толщина свободно-конвективного ПС на 
охлаждаемой границе много меньше ,L  иначе говоря, выполнены нера-

венства (2.31) и (2.32). При соблюдении этого условия оценки, вытекаю-
щие из уравнений баланса массы, импульса и энергии в ПС на охлаждае-
мой границе, аналогичны уравнениям (2.9)—(2.11). Скорость течения и 
температура в основном объеме заменяются соответствующими величи-
нами, усредненными по поперечной координате .y  

Из условия баланса массы (2.1) вытекает: 

 c c

c c c
~ ~ ~ .

z
U v u u

R Rz

δ δ

θ
 (2.47) 

Из условия баланса импульса (2.2) получаем 

 2

c
~ .

b
u g T zα  (2.48) 

Из условия баланса энергии (2.3) следует: 

 
2

c c
~ .u Rδ χ θ  (2.49) 

Теперь перейдем к области вне ПС на охлаждаемом участке границы, 
соответствующей области устойчивой температурной стратификации 
в аксиально-симметричной геометрии. Выпишем для нее уравнение 
баланса энергии (2.3) в виде 

 ( ) ( ) ( ) .

2

2

y

T
TU

z
TU

y
TU

x
zyx

∂

∂
χ=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
 (2.50) 

Усредняя его по поперечной координате y , избавляемся от слагаемого с 

поперечной скоростью 
y

U , исчезающего благодаря граничным условиям: 

 ( ) ( ) .
11

21
2

2

c

q

Lc

qq

Ly

T

L
TU

z
TU

x

sss

L

L

zx
ρ

=
ρ

+
=

∂

∂χ
=

∂

∂
+

∂

∂

−

 (2.51) 
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Порядок изменения температуры по y  можно оценить следующим образом: 

 { } .~

2
;

2

λ
=

∂

∂
δ

−

s

LL
y

Lq

y

T
LT  (2.52) 

Его вклад в левую часть уравнения (2.51): 

 { }( ) { }( )~ , ~ .
s s

x x z zy y

Lq Lq
U T u U T u

x x z z

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
δ δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ λ ∂ ∂ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.53) 

Из условия баланса массы (2.1) вытекает следующая оценка: 

 .~~

z

U

L

U

Rz

U
zyx  (2.54) 

Принимая во внимание (2.54) и неравенство (2.46), можно показать, что 

 { }( ) ~ ,
s s

x zy

Lq qRz z Rz
U T U

x x z x L z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ χ
δ <<⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ λ ∂ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 { }( ) ~ .
s s

z zy

Lq qz
U T U

z z z L

∂ ∂ ∂ χ⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ <<⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ λ ∂ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.55) 

Заменяя для качественных оценок дифференцирование по координа-
там x  и z  делением на соответствующие характерные пространственные 
масштабы, покажем, что вклад поперечного изменения температуры в левую 
часть уравнения (2.51) незначителен по сравнению с его правой частью: 

 { }( ) { }( ) 1
, .s

x zy y

q
U T U T

x z L c

∂ ∂
δ δ <<

∂ ∂ ρ
 (2.56) 

Таким образом, операции усреднения скорости и температуры в уравне-
нии можно разделить: 

 ( ) ( ) .
1

c

q

L
TU

z
TU

x

s

zx

ρ
=

∂

∂
+

∂

∂
 (2.57) 

Усредненное уравнение баланса массы 

 0=
∂

∂
+

∂

∂

z

U

x

U
zx   
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позволяет записать (2.57) в следующем виде: 

 .
1

c

q

Lz

T
U

x

T
U s

zx

ρ
=

∂

∂
+

∂

∂
 (2.58) 

Из уравнения сохранения импульса (2.2) оценим порядок изменения 
давления по горизонтальным координатам: 

 { } { }
2 2

~ , ~ .
yx

x y

UU
P Rz P L

L L

δ νρ δ νρ  (2.59) 

Используя оценку (2.54) для уравнения сохранения массы и оценки для 
ПС на охлаждаемой границе (2.47)—(2.49), находим: 

 { } { } .Pr~~,Pr~~

3

2

3

2
Tg

Rzz

U
PTg

L
U

zL

Rz
P cz

y

c

zx
αρ

δ
νρδαρ

δνρ
δ  (2.60) 

Аналогично рассмотренному выше случаю с помощью вертикальной 
компоненты уравнения баланса импульса (2.2) оценим изменение темпе-
ратуры по координате x  и покажем, что вне ПС на охлаждаемой границе 
оно незначительно при соблюдении неравенств (2.31) или (2.32): 

 { } .Pr~
2

3

TT

zL

T
c

x
<<

δ
δ  (2.61) 

Таким образом, первым слагаемым в (2.51) можно пренебречь: 

 .Pr~Pr~
2

3

2

3

z

T
U

z

T
U

zLRz

T

zLz

Rz
U

x

T
U

zz

cc

zx

∂

∂
<<

δδ

∂

∂
 (2.62) 

Из (2.60) следует, что вне ПС на охлаждаемой границе изменение темпе-
ратуры по поперечной координате y  также незначительно: 

 { } .~~

22

TT
z

UL

dz

Td
U

L
T

z

zy
<<

χχ
δ  (2.63) 

С учетом сказанного уравнение сохранения энергии можно записать в 
следующем виде: 

 ,

2

2

y

T

dz

Td
U

z

∂

∂
χ=  (2.64) 
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В усредненном по координате y  виде оно будет выглядеть следующим образом: 

 .
1

c

q

Ldz

Td
U s

z

ρ
=  (2.65) 

Из неравенств (2.61) и (2.63) вытекает, что в рассматриваемой части объ-

ема 
−

V  имеет место температурная стратификация. Уравнение сохранения 

энергии (2.65) аналогично найденному для нижней области трехмерного 

объема [19] (см. (2.16)), при этом величина ,

s
q

L
 как было отмечено в 

начале раздела, играет роль мощности внутренних источников тепла. 
Система уравнений (2.47)—(2.49) и (2.65) совпадает с выведенной для 
трехмерной геометрии (см. [19]). Решая эту систему, получим предель-
ные зависимости плотности теплового потока, продольной скорости, тол-
щины ПС на охлаждаемой границе от полярного угла, а также зависимость 
температуры основного объема от z , совпадающие с аналогичными зави-
симостями для трехмерного объема (с точностью до численных коэффи-
циентов) [19]. Таким образом, мы заключаем, что наилучшее соответствие 
между подогреваемым через боковые стенки квазидвумерным объемом и 
исходным трехмерным объемом (см. выше) возможно при соблюдении 
неравенств (2.31) и (2.46) (см. в конце раздела). 

Соблюдение этих неравенств позволяет также вычислить поперечные про-
фили температуры и вертикальной скорости, связанных уравнением (2.64). 
Чтобы замкнуть систему, исключим давление из уравнения баланса импульса. 

 .
1

2

2

Tg
z

P

y

U
z α+

∂

∂

ρ
−=

∂

∂
ν−  (2.66) 

Усредненное по поперечной координате, оно примет вид 

 .
12

2

Tg
z

P

y

U
L

L

z α+
∂

∂

ρ
−=

∂

∂
ν−

−

 (2.67) 

Сравним порядок поперечного изменения сил давления и плавучести в 
(2.66) (см. уравнения (2.60) и (2.63)): 
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 (2.68) 
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Вычитая (2.67) из (2.56) и принимая во внимание (2.68), получаем 

 ( ) .

2

2

2

2
L
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zz
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U

L
TTg

y

U

−

∂

∂ν
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∂

∂
ν−  (2.69) 

Введем безразмерные поперечную координату, температуру и скорость: 
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L
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η∂
ρ

∂  

Из уравнений (2.64) и (2.69) следует: 
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 (2.71) 

На рис. 3 и 4 показаны решения уравнения (2.71) для некоторых значений 
параметра ω  и двух типов граничных условий — симметричного разогрева 

1 2
( )

s s
q q=  и одностороннего разогрева 

2
( 0).

s
q =  

Таким образом, установлено, что условия наилучшего соответствия модели 
трехмерному прототипу в случае подвода тепла через вертикальные боко-
вые стенки можно выразить в следующих геометрических ограничениях 
(см. (2.31), (2.46)): 

 
c max

.

z

z
L

U

χ
δ << <<  

При этих условиях порядок толщины гипотетических ПС на нагреваемых 

вертикальных границах ,
s

δ  как отмечалось выше (см. (2.46)), соответст-

вует правой части неравенства и оценивается аналогично (2.13). Учиты-
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вая это, ограничения на толщину slice-полости можно записать в безраз-
мерном виде: 

 .RaRa 10
1

6
1

−−

<<<<
mm

R

L
 (2.72) 

Обратим внимание на следующий отсюда вывод: для slice-моделей с 
внешним подводом тепла наилучшее соответствие трехмерному прототипу 
возможно лишь в области больших чисел Рэлея. 

 

 

Рис. 3. Профили приведенных температуры (слева) и скорости (справа) 

при различных значениях параметра ω  (приведены на графиках, 
 см. (2.69)) в случае симметричного разогрева 

 
Рис. 4. Профили приведенных температуры (слева) и скорости (справа) 

при различных значениях параметра ω  (приведены на графиках) в случае 
одностороннего разогрева 
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3. Количественное сравнение теплоотдачи 
в квазидвумерной и трехмерной геометрии. 
Численный расчет 

В предыдущем разделе обсуждался вопрос о соответствии квазидвумер-
ной экспериментальной модели ее трехмерному прототипу и было уста-
новлено, что наилучшее качественное соответствие может быть достигну-
то, если течение максимально приближено к плоскому двумерному, как в 
длинном горизонтальном полуцилиндре. Зависимости средних чисел Нус-
сельта от модифицированного числа Рэлея при этом совпадают с таковы-
ми для геометрии прототипа с точностью до численных множителей. Также 
это касается и предельных локальных распределений теплового потока. 
Метод аналитических оценок не дает возможности получить эти числен-
ные коэффициенты для каждого типа геометрии объема. Такую возмож-
ность предоставляют численные методы. 

В данном разделе численно решена задача о конвекции однокомпонент-
ной энерговыделяющей жидкости в полусферическом и соответствующем 
ему полуцилиндрическом объеме, отвечающем условиям экспериментов 
по моделированию теплоотдачи энерговыделяющей жидкости, при соблю-
дении ограничений (2.32) или (2.72) в диапазоне модифицированных 

чисел Рэлея 7 12
10 Ra 10 .

I
≤ ≤  Среда считалась однородной, несжимаемой, 

изотропной с постоянными теплофизическими свойствами, с положитель-
ным температурным коэффициентом расширения, а режим течения — 
ламинарным. Целью расчетов было получить численные коэффициенты 
для характеристик теплоотдачи в обоих типах геометрии объема. 

Метод, с помощью которого проводились расчеты, описанные в данном 
разделе, основан на априорном разделении расчетного объема на области 
течения, в каждой из которых уравнения движения можно существенно 
упростить. Это значительно снижает вычислительные затраты, чем данный 
метод может быть полезен для инженерных приложений. 

3.1. Постановка задачи 

Благодаря существованию трех различных ярко выраженных областей тече-
ния (область конвекции Рэлея — Бенара, область устойчивой стратификации, 
область пограничных слоев) задачу о распределении потока тепла к границе 
замкнутого объема можно упростить. Ограничимся рассмотрением случая, 
когда верхняя горизонтальная граница объема теплоизолирована. Тогда, из-
за стратификации температуры в основном объеме, максимум температуры 

max
T  достигается на верхней границе, и режим конвекции Рэлея — Бенара  
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не реализуется. Таким образом, будем считать, что весь занимаемый жидко-

стью объем состоит из тонких пограничных слоев (с толщиной , )
c

H Rδ <<  

и области температурной стратификации (см. рис. 1). 

Для удобства выпишем математическую модель для полусферической геомет-
рии полости, ее модификация для slice-геометрии будет приведена ниже. 

Для описания стационарного течения жидкости в пограничном слое на 
нижней границе воспользуемся приближением Прандтля [1, 2, 20]. По-

скольку толщина ПС 
c

δ  много меньше характерного поперечного размера 

объема ,R  энерговыделением в правой части уравнения баланса энергии 

(2.3) можно пренебречь [2], и система (2.1)—(2.3) принимает следующий вид: 

 ( )( )
sin

1
sin 0,

( )

v
u

R y

∂ ∂
θ + =

θ ∂θ ∂
 (3.1) 

 ( ) ( )
2

b2
( ) sin ,

u u u u u
v g T T z

t R y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − ν = α − θ

∂ ∂θ ∂ ∂
 (3.2) 

 .

2

2

y

T

y

T
v

T

R

u

t

T

∂

∂
χ=

∂

∂
+

θ∂

∂
+

∂

∂
 (3.3) 

Граничные условия к системе (3.1)—(3.3) имеют форму 

 
0

0 : , , 0;y u v T T= − =  

 ( ) ( ) ( )( )b
: 0, , 0; 1 cos .y u T y T z z R>> δ → θ − → = − θ  (3.4) 

Температура изотермической части границы 
0
T  принята за начало отсчета 

температур. За положительное направление продольной скорости u  при-
нимается направление от полюса к верхней границе. 

Благодаря устойчивой температурной стратификации (температура не зави-

сит от горизонтальных координат и 
b

0)dT dz >  уравнение баланса энергии 

в основном объеме имеет вид [19] 

 ( )
( )

.
b

c

Q

dz

zdT
zU

ρ
=  (3.5) 

Из условия баланса массы следует, что поток массы через любое горизон-
тальное сечение объема равен нулю. Отсюда находим соотношение для 
вертикальной компоненты скорости, связывающее ее с соответствующей 
компонентой скорости в пограничном слое: 
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 ( )
( )

( ) ( )( )
0

2
, , 1 cos .

sin θ
U z dyu y z R

R

Δ

≅ − θ = − θ∫  (3.6) 

Величина верхнего предела в интеграле здесь выбирается в соответствии 

с неравенством 
c

.Rδ << Δ <<  

Так как температура в основном объеме является возрастающей функцией 
высоты, то в относительной близости ко дну величина температуры мала 
по сравнению со средним значением по всему объему. Кроме того, как 
показывают эксперименты и теоретические оценки [3—6, 16—19], толщи-
на ПС вблизи полюса гораздо больше, чем на боковом участке границы, 
скорость течения в ПС при этом стремится к нулю. На этом основании мы 

можем выделить область вблизи полюса 
0

0 θ<θ≤  и предположить, что 

теплоотвод через границу этой области целиком задается тепловыделени-
ем в ней, причем, как показано в [19], распределение теплового потока 

однородно. В результате при 
0

θ→θ , по аналогии с (3.6), из условия 

энергетического баланса вытекает соотношение, связывающее температуру 
в пограничном слое и в основном объеме: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )0 b 0 0 0

0
0

2
, , ,

sin
U T dyu y T y

R

Δ

θ θ ≅ − θ θ
θ ∫  (3.7) 

где 
0

θ  выбирается меньшим или порядка arccos(1 ).
R

Δ
−  При проведении 

расчетов выбор 
0

θ  в указанных пределах не оказывал существенного 

влияния на результаты в области 
0

.
2

π
θ ≤ θ ≤  Здесь представлены резуль-

таты, полученные для 
0

arccos(1 ).
R

Δ
θ = −  

Для плоско-симметричной геометрии (горизонтальный полуцилиндр) 
система уравнений (3.1)—(3.3) и условия сопряжения записываются 
иначе. Уравнение баланса массы примет вид 

 
1

0.
u v

R y

∂ ∂
+ =

∂θ ∂
 (3.1a) 

Условия сопряжения ПС с основным объемом (3.6) и (3.7) также изменятся: 

 ( )
( )

( ) ( )( )
0

2
, , 1 cos .

sin θ
U z dyu y z R

R

Δ

≅ − θ = − θ∫ , (3.6a) 
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 ( ) ( )
( )

( ) ( )0 b 0 0 0

0
0

1
, , .

sin
U z T z dyu y T y

R

Δ

≅ − θ θ
θ ∫  (3.7a) 

В терминах безразмерных переменных , , , ...z y u% %% , определенных равенствами 

 
0 b b 0

/ , / , / , /( ),

( ) / , ( ) / , ,

u u H

T T u

z z H y y u u A v v A

T T T A T T T A U A U
R

Δ
= = Δ = =

Δ
= − = − =

% % %%

% % %

 (3.8) 

где 

1/3

1/3 2/3
Pr ;

u I
A Ra

R R

−

−

ν Δ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ,/

2
RgAA

uT
α=  система уравнений 

(3.1)—(3.7), описывающих течение энерговыделяющей жидкости в замк-
нутом полусферическом объеме, принимает вид: 

пограничный слой: 

 
( )

( )( ) ,0~

~
sin~

sin

1
=

∂

∂
+θ

θ∂

∂

θ y

v
u  (3.9) 

 ( ) ( )
2

b2
sin ,

u u u u
u v T T

y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − ν = − θ

∂τ ∂θ ∂ ∂

% % % %

% %

%% %

%
%

 (3.10) 

 ;
~

~
~

Pr~

~
~

~
~

~

2

2

1

y

T

y

T
v

T
u

T

∂

∂
ν=

∂

∂
+

θ∂

∂
+

τ∂

∂
−  (3.11) 

основной объем (включая пограничные слои на горизонтальных поверхностях): 

 
2

b b b

2
1;

Pr

T T T
U

z R z

∂ ∂ ∂ν Δ
+ + =

∂τ ∂ ∂

% % %

%

%

%
%

 (3.12) 

баланс массы: 

 
( )

;~~

sin

2
)~(

~
1

0

∫θ
−= yduzU  (3.13) 

баланс энергии: 

 
( )

( )
1

0

2
.

sin
b

UT uT dy= −
θ ∫

% % %

% %  (3.14) 
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Условия на границе расчетной области в соответствии с условиями 
(4) имеют вид 

 
2 2

b0 0 10 1
0, .

y y yy y

u v u v T u T T
π πθ= θ= = = == =
= = = = = = =

% % %

% %

% % %

% % % % %  (3.15) 

Входящая в уравнения (3.10)—(3.12) эффективная вязкость ν~  определе-
на равенством 

 .PrRa
~ 3/23/1

3/5

−

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ Δ
=ν

I
R

 (3.16) 

Процедура обезразмеривания системы уравнений для плоско-симметричной 
геометрии остается такой же, как описано выше. Уравнение баланса массы 
(3.9) и условия сопряжения (3.13) и (3.14) примут следующий вид: 

 ,0~

~~

=
∂

∂
+

θ∂

∂

y

vu
 (3.9a) 

 
( )

,~~

sin

1
)~(

~
1

0

∫θ
−= yduzU  ( ),cos1 θ−=z  (3.13a) 

 
( )

( )
0

1

0 b

0
0

1
.

sin
U T uT dy= −

θ ∫% % %

% %  (3.14a) 

3.2. Численная модель 

В настоящем разделе приведена численная схема для полусферической 
геометрии. Для плоско-симметричной геометрии процедура построения 
схемы аналогична. 

Расчет уравнений (3.9)—(3.14) проводился на равномерной прямоуголь-
ной сетке. Поперечный размер области Δ  выбирался так, чтобы погра-

ничный слой полностью содержался внутри расчетной области 
c

( )δ < Δ  и 

выполнялось неравенство .RΔ <<  В настоящей работе все результаты 
получены для 8 ,Δ = δ  где δ  определено согласно аналитической оценке 

 .Ra
5/1−

=δ
I

H  (3.17) 
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Расчеты на сетках с поперечными масштабами ,aΔ = δ  где 128 ≤≤ a , да-

ют разброс в распределении потока тепла к границе менее 5%. Помимо 
поперечного размера расчетной области независимыми параметрами за-

дачи являются модифицированное число Рэлея 
I

Ra , число Прандтля Pr  

и аспектное отношение ./HR  Влияние последних двух не исследовалось, 
и во всех расчетах они предполагались равными единице 

( )Pr 1, / 1 .R H= =  Таким образом, с учетом соотношения (3.17) единст-

венным независимым параметром задачи являлось модифицированное 

число Рэлея .Ra
I

 

Численное решение уравнений баланса для ПС (3.9)—(3.11) проводилось 
с использованием неявной разностной схемы, требующей выбора началь-

ного профиля температуры в основном объеме 
b
:T%  

 ( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2

1

b

ˆ 2

2

sin ,
2

n n n n n n n n n
j j j j j j j j js s

j j

s s n n
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u u u u u u u u u
u v

y y

T T

− − − − − −

+ − + −

−

− − − − +
+ + − ν =

Δτ Δθ Δ Δ

θ + θ⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

% % % % % % % %

%% %

%

%

% %

 (3.18) 
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( )

( ) ( )( )1 1 1

1 1
sin sin .

sin

n n n n
j j j n j n

n

y
v v u u

− − −

− −

Δ
= − θ − θ

Δθ θ

%

% % % %  (3.20) 

Здесь нижний индекс отвечает поперечной координате ,y%  а верхний — 

продольной координате ;θ  θΔ  и y
~

Δ  — шаги по продольной и попереч-

ной координате соответственно. Символы “~” и “^” отвечают текущему и 
предыдущему шагу по времени. Поскольку уравнения (3.18) и (3.19) 
нелинейные, для их линеаризации был введен промежуточный слой s  по 
координате θ  аналогично [21]. В начальный момент .s n=  Далее с ис-
пользованием итерационного процесса система (3.18)—(3.20) решалась ме-
тодом прогонки [22], при этом каждый раз вычислялся новый s -слой до тех 
пор, пока квадратный корень из суммы квадратов невязок не становился 
меньше заданного порогового числа: 

 ( ) .)
~~

()~~()~~( 212121
ε<−+−+−∑ −−−

j

s
j

n
j

s
j

n
j

s
j

n
j TTvvuu  (3.21) 
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Только после этого можно считать, что (n–1)-й слой посчитан. Весь процесс 

продолжался до 
0

arccos(1 ),
R

Δ
θ = −  которое соответствует значению 

( ) ( )0 0
1 cos .z

R

Δ
θ = − θ =%  

После того как ПС был посчитан, вычислялась скорость в основном объеме — 
уравнение (3.13) интегрировалось методом трапеций. Аналогичным обра-
зом из уравнения (3.14) находилось новое значение температуры на 
“дне”. Далее методом прогонки из уравнения (3.12) определялись темпе-

ратура в основном объеме и ошибка ( )2, 1 ,
,

n i n i

b b

n

T T
+

−∑ % %  где i — номер 

итерации. Итерационный процесс продолжался до тех пор, пока не выпол-
нилось условие 

 ( )2, 1 ,
.

n i n i

b b

n

T T
+

− < ε∑ % %  (3.22) 

Решениями системы (3.9)—(3.15) являются пять массивов , , , , .
b

u v T U T% % %

% %  

Безразмерная плотность теплового потока к границе вычислялась по формуле 

 .~
)~,(

~

)~(~

y

yT
zq

Δ

Δθ
=  (3.23) 

Средний тепловой поток к границе определяется интегралом 

 ( )
1

av

0

( )sin .q q d= θ θ θ∫% %  (3.24) 

С другой стороны, при отсутствии теплоотвода через верхнюю границу он 
будет целиком определяться объемным тепловыделением: 

 .
3

av

R
Q

S

V
Qq ==  (3.25) 

Из уравнения (3.25) и условий обезразмеривания для среднего числа 
Нуссельта имеем 

 

2
3

1 1
3 3av

dn

max max

1
Nu Ra Pr ,

3
I

qR

T T R

Δ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟
Δ ⎝ ⎠

%

% %

 (3.26) 
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где 
max

~

T  — максимальная температура в объеме. Расчет производился в диа-

пазоне модифицированных чисел Рэлея 7 12
10 Ra 10 .

I
≤ ≤  При этом каждый 

раз по формуле (3.24) вычислялось значение среднего теплового потока. 

3.3. Обсуждение результатов 

Система уравнений с граничными условиями (3.1)—(3.7) решалась чис-

ленно в диапазоне модифицированных чисел Рэлея .10Ra10
127

≤≤
I

 Как 

уже отмечалось, зависимость характеристик теплоотдачи от аспектного 
отношения и числа Прандтля не исследовалась. Во всех расчетах предпо-
лагалось, что число Прандтля равно единице, а радиус кривизны нижнего 
участка границы равен высоте объема. Безразмерные характеристики 
свободной конвекции представлены на рис. 5—9. Расчетные кривые под-
тверждают немонотонный профиль температуры в пограничном слое в 
нижней части объема [17—19], что способствует торможению потока 
жидкости (рис. 5). Профиль температуры в основном объеме (рис. 7), а 
также распределение теплоотдачи к нижней границе (рис. 8) удовлетво-
ряют результатам прямого численного моделирования, выполненного с 
помощью программного пакета FLUENT 6.2 [23]. Плотность потока тепла 
достигает максимума у верхней горизонтальной границы (рис. 8), что так-
же удовлетворяет результатам экспериментов и численных расчетов 
[3—11, 24—28]. Интерполяция численных результатов для среднего чис-
ла Нуссельта через нижнюю границу привела к следующим корреляциям: 

 0,18 7 12
dnNu 0,44Ra , 10 Ra 10 .

I I
= ≤ ≤  (3.27) 

Результаты расчета качественно удовлетворяют результатам экспериментов 
[3—11]. Сравнение с результатом прямого численного моделирования, 
проведенного с использованием пакета FLUENT (табл. 1), не выявило 
существенных расхождений, особенно при высоких числах Рэлея. Имею-
щееся различие объясняется упрощенным граничным условием вблизи 
полюса в предложенной модели (см. (3.6)). 

Для геометрии горизонтального полуцилиндра, что соответствует квазидву-
мерной модели при условиях (2.32) или (2.72), полученная зависимость сред-
него числа Нуссельта от модифицированного числа Рэлея оказалась следующей: 

 0,18
dnNu 0,57Ra .

I
=  (3.28) 
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Эта зависимость с хорошей точностью (до 5,5%) согласуется с корреляцией 
Маингера, полученной по результатам экспериментов [3—6] (см. табл. 1): 

 

0,18
dnNu 0,54Ra .

I
=  

Качественное согласие полученной зависимости с данными других экспе-
риментальных работ [7—11] также имеется. 

Зависимость среднего числа Нуссельта от модифицированного числа 
Рэлея, полученная в настоящей работе для полусферической геометрии 
(см. (3.27)), отличается лишь меньшим численным множителем; пока-
затель степени такой же, как для slice-геометрии, что подтверждает 
теоретические выводы, полученные в разделе 2. 

Таблица 1. Средний безразмерный тепловой поток к нижней границе 
(результаты расчетов) 

Полусферическая  
геометрия (расчет по 
упрощенной схеме) 

0,18 7 12
dnNu 0,44Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Slice-геометрия (расчет 
по упрощенной схеме) 

0,18 8 12
dnNu 0,57Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Расчет с постоянной 
температурой в объеме 

0,2 7 12
dnNu 0,46Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  

Эксперимент Маингера 
0,18 7 10

dnNu 0,54Ra 10 Ra 5 10 Pr 7
I I

= ≤ ≤ × ≈

 

Прямое численное  
моделирование 
(FLUENT) 

0,19 8 11
dnNu 0,39Ra 10 Ra 10 Pr 1

I I
= ≤ ≤ =  
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Рис. 5. Температура в пограничном слое, 9
Ra 10

I
=

 

 

Рис. 6. Продольная компонента скорости  
в пограничном слое, 9

Ra 10
I
=
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Рис. 7. Температура в основном объеме, 9
Ra 10

I
=

 

 

 

Рис. 8. Плотность теплового потока к границе, 9
Ra 10

I
=
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Рис. 9. Интегральный поток тепла 

4. Заключение 

Основные результаты работы состоят в следующем. 
1. Наилучшее соответствие квазидвумерных экспериментальных моделей 

трехмерному прототипу сводится к соответствию характеристик сво-
бодной конвекции и теплоотдачи в прототипной (осесимметричной) и 
полуцилиндрической (плоскодвумерной) геометрии. При внутреннем 
(джоулевом) подогреве пограничные слои на теплоизолированных бо-
ковых стенках не нарушают соответствие режимов температурной 
стратификации в трехмерной и квазидвумерной полостях. Конкурен-
ция между вязкими и архимедовыми силами приводит к выравниванию 
поперечных профилей вертикальной скорости и температуры везде, 
кроме тонких подслоев, где они меняются с поперечной координатой 
.y  Это приводит к тому, что режим температурной стратификации в 

нижней части среза, а следовательно, степень соответствия модели и 
прототипа определяется соотношением толщины ПС на кривой охлаж-
даемой границе и толщины среза .L  С одной стороны, аспектное отно-
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шение 
L

R
 ограничивается сверху единицей, с другой стороны, ограни-

чивается снизу величиной 
1
6Ra .

I

−

 

2. При подводе тепла через плоские вертикальные участки границы наилуч-
шее полуколичественное соответствие квазидвумерной модели и ее трех-
мерного прототипа имеет место в случае “стесненных” ПС на вертикальных 
боковых стенках. Это обстоятельство накладывает верхнее ограничение на 
,L  более сильное по сравнению со случаем джоулева разогрева. 

В противоположном случае (“изолированных” ПС) тепловой поток рас-

пределен по охлаждаемой границе как 8
,

c
q ∝ θ  что принципиально 

отличается от распределения в трехмерной геометрии 2( ),
c
q ∝ θ  так 

что этот случай неприемлем для моделирования трехмерной конвекции. 
Дополнительное ограничение сверху на толщину объема приводит к тому, 
что для моделей с внешним подводом тепла наилучшее соответствие про-
тотипу становится возможным лишь в области больших чисел Рэлея. 

3. Построена физическая модель и разработан численный алгоритм 
решения свободно-конвективной теплоотдачи энерговыделяющей 
жидкости в замкнутом объеме полусферической и полуцилиндриче-
ской формы (что соответствует квазидвумерной модели при соблюде-
нии условий (2.32) или (2.72)) с изотермическим условием на нижней 
границе и адиабатической верхней горизонтальной границей. Числен-
но решена задача о ламинарном потоке в диапазоне модифицирован-

ных чисел Рэлея .10Ra10
127

≤≤
I

По результатам расчета получена 

зависимость среднего безразмерного потока тепла (числа Нуссельта) к 
боковой (в случае полусферы — нижней) границе от модифициро-
ванного числа Рэлея. Найденные распределения скоростей и темпера-
туры в пограничном слое на боковой границе по своей структуре со-
гласуются с результатами экспериментов и прямого численного моде-
лирования. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 05-08-17964-а). 
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