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Введение 

Актуальность 

Загрязнение окружающей среды является серьезной проблемой, приобретающей с 

каждым годом все большую актуальность. Вопросы экологии возникают практически во 

всех сферах человеческой деятельности, но особую роль они играют в решении проблемы 

безопасного развития атомной энергетики. Последнее связано с тем, что в процессе 

функционирования данной отрасли накоплено большое количество радиоактивных 

отходов, которые должны быть надежно изолированы от биосферы на временах, 

существенно превышающих периоды полураспада входящих в них радионуклидов. В 

итоге возникают две проблемы: первая – это надо предотвратить загрязнение 

окружающей среды, и вторая – необходимо провести реабилитацию уже имеющихся 

загрязненных территорий.  

Если говорить о процессах, приводящих к распространению загрязнений, а именно 

процессах миграции радионуклидов в сильно неоднородных геологических средах, то 

здесь принципиальным является то, что необходимо описывать процессы на очень 

больших временах (периоды полураспада могут достигать тысячи и более лет). Поэтому 

особую роль приобретают методы математического моделирования переноса в сильно 

неоднородных геологических средах. То же касается и описания процессов реабилитации 

загрязненных территорий, где площади загрязнения могут быть масштаба нескольких и 

более квадратных километров, и при сравнительно медленных скоростях процессов 

переноса в геологических формациях характерные времена очистки могут быть также 

очень велики. 

Хотя математическому моделированию процессов переноса посвящено очень 

большое число работ, тем не менее, остаётся масса нерешенных задач. К таким задачам 

относится и задача влияния слабопроницаемого барьера окружающего источник 

радионуклидов на характер переноса радионуклидов во внешней геологической среде, в 

частности на его замедление. С другой стороны необходимо дальнейшее исследование 

процессов, способных привести к ускорению переноса во внешней среде, например, за 

счет адсорбции на коллоидах. При рассмотрении процессов реабилитации в последнее 

время большое внимание уделяется развитию такого метода очистки загрязненной 

территории, как вымывание примеси из грунта путем прокачки флюида с дальнейшим 

извлечением данного флюида и обработкой его на поверхности земли. И здесь до конца 

остается невыясненными вопросы описания динамики вымывания, особенно в средах с 
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двупористой структурой. Также представляет интерес разработка методов, способных 

повысить эффективность процесса вымывания. Поскольку очистка загрязненных 

территорий методом прокачки воды может оказаться экономически не очень 

эффективной, в ряде случаев рассматривается вариант предотвращения дальнейшего 

распространения загрязнения путем установки по ходу течения грунтовых вод 

Проницаемых Химически-Активных Барьеров, при прохождении которых грунтовые 

воды будут очищаться. И здесь существует ряд вопросов, нуждающихся в решении. 

Перечисленные выше вопросы являются темой диссертации, что и определяет ее 

актуальность. 

Цель работы.  

Целью работы является теоретическое исследование процессов, приводящих к 

ускорению либо замедлению распространения загрязнений в сильно неоднородных 

геологических средах, в том числе, определяющих эффективность реабилитации 

загрязненных территорий. 

 

Задачами работы являются: 

1. Исследование влияния диффузионного барьера со случайными проколами на 

процессы распространения загрязнений в статистически однородных двупористых 

средах. 

2. Исследование влияния двупористой структуры геологической среды на динамику 

вымывания загрязнений. 

3. Исследование влияния наличия во флюиде коллоидов, способных адсорбировать 

примесь, на эффективность вымывания загрязнений из геологической среды. 

4. Анализ ограничений и оптимизация свойств проницаемого сорбирующего барьера 

для очистки грунтовых вод, в том числе с учетом особенностей его 

микроструктуры. 

Научная новизна работы.  

Автором впервые: 

1. Проанализированы особенности процесса переноса примеси в статистически-

однородной двупористой среде, обусловленные наличием случайно-неоднородного 

диффузионного барьера. 

2. Рассмотрена кинетика процесса очистки загрязненной геологической среды путем 
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вымывания загрязнений в случае, когда среда обладает двупористой структурой. 

3. Исследован способ увеличения скорости очистки загрязненной области путем 

вымывания загрязнений за счет добавления в прокачиваемый флюид коллоидных 

частиц, способных адсорбировать примесь.  

4. Проанализированы структурные факторы, определяющие эффективность действия 

проницаемого сорбирующего барьера, и рассмотрен возможный способ повышения 

эффективности за счет наполнения барьера веществом с двупористой структурой.  

Научная и практическая значимость  

Результаты исследования носят общефизический характер и могут быть 

использованы для решения широкого перечня задач о переносе загрязнений в сильно 

контрастных геологических средах. Разработанные модели дают возможность проведения 

улучшенных оценок переноса радионуклидов и других загрязнений в геологических 

средах, в том числе при наличии коллоидных частиц, и могут служить основой для 

создания численных кодов, предназначенных для обоснования надежности подземных 

захоронений РАО. Моделирование процессов очистки окружающей среды позволяет 

оценить эффективность реабилитирующих мероприятий и подобрать параметры 

сорбирующих барьеров для повышения эффективности процесса очистки. 

Основные результаты, выносимые на защиту  

1. На временах, много меньших характерного времени диффузии примеси через 

слабопроницаемый диффузионный барьер, окружающий источник загрязнения, 

происходит значительное замедление режимов переноса примеси во внешней 

среде, так что перенос описывается теми же закономерностями, что и в 

безбарьерной задаче, но с заменой реального времени на эффективное. Также, 

границы интервалов, определяющих режимы переноса, смещаются в сторону 

бóльших значений.  

2. При вымывании загрязнений из геологической среды, обладающей двупористой 

структурой, на временах, превышающих пороговое значение, размер очищенной от 

примеси области растет со временем по линейному закону. Сама область состоит из 

двух подобластей: подобласти полной очистки, внутри которой содержание 

примеси экспоненциально мало, и переходной подобласти, внутри которой 

концентрация падает от первоначальной величины до экспоненциально малых 

значений. Размер этой области растет пропорционально корню из времени. 
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3. Наличие коллоидов в прокачиваемом флюиде может существенно ускорить процесс 

очистки, а именно, возрастает скорость роста полностью очищенной области, а 

переходная область сужается. Коэффициент, определяющий возрастание скорости 

роста очищенной области, равен отношению концентрации примеси 

адсорбированной на коллоидах к концентрации примеси в растворе. 

4. Для случая однородного плоского сорбирующего барьера показано, что требование 

к величине проницаемости барьера приводит к ограничению удельной 

сорбционной поверхности вещества барьера и, следовательно, к ограничению на 

минимальную толщину барьера. Однако, использование барьера с двупористой 

структурой позволяет сильно смягчить данные ограничения. 

 

Достоверность результатов 
 Достоверность результатов базируется на применении современных методов 

теоретической и математической физики и согласии результатов диссертации с 

экспериментальными данными. Результаты диссертации неоднократно докладывались на 

семинарах Теоретической лаборатории ИБРАЭ и на международных конференциях. 

Личный вклад автора 

Автором лично:  

1. Получены режимы переноса примеси в статистически однородных двупористых 

средах для случая, когда источник примеси отделен от основной среды случайно 

неоднородным диффузионным барьером. 

2. Построена модель выщелачивания примеси в статистически однородной 

двупористой среде. 

3. Установлено ускорение процесса выщелачивания примеси введением во флюид 

коллоидов, способных адсорбировать примесь. 

4. Установлено, что на малых временах при распространении загрязнений в 

статистически однородной двупористой среде появляются предвестники, 

обусловленные существованием проколов в диффузионном барьере. 

5. Определены ограничения для параметров сорбирующего барьера. Выполнена 

оценка эффективности сорбирующего барьера на больших временах. 

Апробация работы 

Основные результаты работы были представлены на ежегодных научных конференциях 
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для молодых ученых ИБРАЭ РАН (Москва, 2014, 2016, 2018), 62-ой Международной 

конференции МФТИ (Долгопрудный, 2019), International Conference on Statistical Physics 7-

11 July 2014, Rhodes-Greece, Семинарах Лаборатории теоретической физики ИБРАЭ РАН. 

Публикации.  

По теме диссертации опубликовано 3 печатные работы в ведущих реферируемых 

иностранных и отечественных журналах из списка, рекомендованного ВАК Минобрнауки 

России: 

1) V. A. Kutsepalov, L.V. Matveev, Non-classical regimes of colloid-facilitated impurity 

transport in statistically homogeneous double porosity media. Chaos, Solitons & Fractals 

81, p. 480-486 (2015). 

2) В. А. Куцепалов, Л. В. Матвеев, Коллоидно-усиленное выщелачивание примеси в 

статистически однородных двупористых средах, ЖЭТФ 153(6), стр. 1041-1050 

(2018). 

3) P. S. Kondratenko, V. A. Kutsepalov, L. V. Matveev, Effects of randomly inhomogeneous 

diffusion barrier on impurity transport in a double-porous medium. The European 

Physical Journal B, 92: 210 (2019) 

 

Структура и объем работы.  

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения, списка 

использованных источников из 86 библиографических ссылок, содержит 19 иллюстрации. 

Общий объем диссертации составляет 103 страницы.  

Краткий обзор состояния проблемы 

Проблему загрязнения окружающей среды можно условно разделить на несколько 

задач. Первая задача состоит в том, чтобы, по возможности, воспрепятствовать 

попаданию вредных веществ в окружающую среду. Так для изоляции РАО создаются 

захоронения, предусматривающие специальные инженерные барьеры, препятствующие 

выходу РАО из захоронения. Если же полностью предотвратить выход загрязнений за 

пределы барьера не удается, то необходимо уметь наиболее точно описывать, как 

вышедшая в окружающую среду примесь будет в ней распространяться (в атмосфере, 

водной либо геологической среде). И, наконец, если уже имеются загрязненные 
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территории, встает вопрос о недопущении дальнейшего распространения загрязнений и 

реабилитации этих загрязненных территорий. 

При математическом моделировании процессов загрязнения окружающей среды 

основное внимание исследователей уделялось второй задаче – разработке моделей 

переноса в сильно неоднородных средах. Здесь следует отметить, что при описании 

переноса в геологических средах (рассмотрению именно этих сред посвящена 

диссертация), необходимо учитывать их крайне неоднородную структуру и возможность 

резкого контраста свойств соседних областей. Эти факторы сильно влияют на характер 

переноса, и зачастую приводят к возникновению, так называемых, неклассических 

режимов переноса, когда эволюция средней концентрации не описывается стандартным 

уравнением адвекции-диффузии, а среднее смещение частиц загрязнений (при постоянной 

средней скорости фильтрационного потока, определяющего адвекцию частиц) и их 

среднеквадратичная дисперсия растут не линейно со временем, а пропорционально 

времени в некоторой степени. Причинами возникновения могут являться наличие 

ловушек – областей с низкими транспортными свойствами, корреляции во флуктуациях 

скорости адвекции, эффекты сорбции, как на неподвижных поверхностях, так и на 

подвижных включениях. Обзор неклассических режимов переноса, возможных причин и 

характерных особенностей геологических сред, приводящих к их возникновению, 

представлен в недавнем обзоре [1]. 

Подробному математическому моделированию первой и третьей задач уделялось 

существенно меньше внимания. Следует отметить, что при захоронении радиоактивных 

отходов в геологических формациях создание надежных инженерных барьеров является 

задачей первостепенной важности. Более того, для обеспечения надежности 

долговременной изоляции РАО от биосферы глубокие подземные хранилища строятся на 

принципе мульти-барьерной защиты. Именно, создается четыре уровня защиты. Первый – 

это иммобилизация радионуклидов в матрице, к которой предъявляются определенные 

требования: она должна быть химически- и радиационно- стойкой, не разлагаться при 

нагревании, при контакте с водой иметь как можно меньшую скорость выщелачивания. 

Далее иммобилизованные радионуклиды помещаются в металлические контейнеры или 

капсулы, являющиеся вторым барьером безопасности. Они должны состоять из сплавов, 

максимально устойчивых по отношению к коррозии. Эти капсулы помещаются в шахты 

(вертикальные или горизонтальные), и окружаются третьим барьером безопасности – 

прослойкой из плотно утрамбованных бентонитовых глин. При этом используются два 

положительных свойства глин: 1) плотно утрамбованные глины могут служить очень 

хорошим барьером, препятствующим просачиванию влаги; 2) глины хорошо адсорбируют 
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многие вещества, тем самым приводя к эффективному замедлению процессов переноса в 

них. 

Тем не менее, существует вероятность выхода радиоактивных загрязнений за 

пределы инженерных барьеров. Это может быть обусловлено как конечной, хотя и крайне 

низкой проницаемостью барьеров (следует подчеркнуть, что здесь речь идет об очень 

больших временах), так и возможностью возникновения дефектов барьеров – «проколов» 

– сравнительно редких, но с более высокой проницаемостью. Последнее связано с тем, что 

материалы, которые используются для изготовления контейнеров и строительства 

хранилища, со временем подвержены деградации и разрушению под действием 

природных факторов. В случае выхода радионуклидов за пределы барьеров их 

дальнейшее распространение будет определяться свойствами среды. В результате, 

распространение загрязнений в окружающей среде будет определяться как 

характеристиками распространения примеси в конкретной окружающей захоронение 

геологической среде, так и динамикой преодоления инженерных барьеров. Такое 

самосогласованное описание распространения загрязнений в геологических формациях 

при наличии барьеров ранее рассматривалось для регулярно неоднородных [2] и 

фрактальных [3] сред. В диссертации анализируется динамика распространения примеси в 

статистически однородной двупористой среде [4] с барьером. 

Проблема очистки, загрязненных территорий также является одной из центральных 

проблем экологической безопасности. Существуют разные способы реабилитации 

(remediation) загрязненных территорий, выбор которых зависит от конкретной ситуации 

[5, 6]. Например, в условиях городской застройки наиболее приемлемым является 

извлечение и вывоз зараженного грунта с его последующим обеззараживанием на 

специальных установках или захоронением в могильниках. С другой стороны, если 

позволяют условия, можно проводить изоляцию загрязненных территорий (поверхность 

покрывают бетоном, асфальтом, укладывают бетонные плиты, возводят защитные 

саркофаги) или ее очистку на месте. Одним из способов очистки среды являются 

выщелачивание загрязнений из геологической среды путем прокачки через нее воды 

(возможно с добавлением поверхностно активных веществ) и отбор этой воды через 

систему скважин, расположенных вниз по течению (Pump and Treat method). Для 

адекватного моделирования этого процесса необходимо учитывать свойства и 

особенности структуры загрязненной геологической среды. 

Существуют и другие методы очистки, как например, фитомелиорация [7]. При 

этом способе, если проникновение загрязнений вглубь почвы невелико, загрязненная 
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территория засаживается растениями-сорбентами, которые в процессе роста интенсивно 

накапливают радионуклиды (например, цезий-137 и стронций-90). После чего растения 

собираются, включая корневую систему, высушиваются и направляются на переработку и 

утилизацию как твердые РАО. 

Также при наличии загрязненных территорий важной проблемой является 

недопущение дальнейшего распространения опасных примесей. Если речь идет о 

геологической среде, то для этого используется установка так называемых Проницаемых 

Химически-Активных Барьеров (Permeable Reactive Barriers) [8, 9]. Именно, на пути 

грунтовых вод вниз по течению от загрязненной области устанавливается проницаемый 

барьер, так что при просачивании через него под действием естественного напора 

грунтовых вод растворенные в них загрязнения взаимодействуют с материалом барьера, в 

результате чего грунтовые воды очищаются. Здесь также важную роль при определении 

эффективности барьера играет его структура. Отметим, что если на момент установки 

Проницаемого Химически Активного Барьера на загрязненной территории отсутствуют 

дополнительные источники загрязнений, то со временем будет происходить очистка этой 

территории за счет естественного вымывания загрязнений потоком грунтовых вод и их 

адсорбции в барьере. 
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Глава 1  

Влияние случайно-неоднородного диффузионного барьера на 

перенос примеси в статистически однородной двупористой 

среде 

1.1 Введение 

Перенос примеси в неоднородных резко контрастных средах обладает рядом 

особенностей, наиболее интересными из которых являются возможность возникновения 

неклассических режимов переноса, а также смена режимов во времени при неизменных 

свойствах среды. Характер неклассического поведения, а также последовательность 

реализующихся режимов определяются как геометрическими (распределением 

неоднородностей), так и динамическими (различием между скоростями процессов в 

соседних областях) факторами. Например, причиной возникновения супердиффузии 

может являться фрактальная структура каналов [1,10,11,12], по которым перенос 

происходит по механизму адвекции, в то время как субдиффузия, как правило, является 

результатом резко контрастного распределения транспортных характеристик среды при 

наличии слабопроницаемых областей с низким значением коэффициента диффузии, 

которые играют роль ловушек [13]. Данные процессы изучаются давно [14] и достаточно 

хорошо исследованы для случая, когда в начальный момент времени примесь 

локализована непосредственно в среде переноса [1,15]. 

Не менее важными являются задачи, когда изначально локализованная примесь 

отделена от среды барьером с низкой, но конечной проницаемостью. Как было показано 

[3], в этой ситуации режимы переноса могут сильно меняться (в том числе качественно), 

причем это изменение во многом определяется характерными временами переноса в 

барьере. Помимо чисто теоретического интереса данная задача имеет также практическое 

значение, например при обосновании безопасности радиоактивных либо токсичных 

захоронений. 

Ранее задачи переноса примеси при наличии барьера исследовались для регулярно 

неоднородных и фрактальных сред [2,3,16]. В данной главе проанализирован случай, так 

называемых, статистически однородных двупористых сред. 

Структура таких сред определяется наличием сетки хорошо проницаемых каналов, 

пространство между которыми заполнено слабопроницаемой матрицей, так что можно 

ввести средний размер матричных блоков (или, что то же самое, средний размер ячейки 
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сетки каналов). В качестве механизма переноса примеси по каналам будем рассматривать 

адвекцию, а внутри пористых блоков – диффузию. Для описания переноса в таких средах 

было предложено большое количество моделей. Вероятно, впервые модель двойной 

проницаемости/пористости была предложена в работе Баренблатта, Желтова и Кочиной в 

1960 году [20]. Далее, в работ Герке и Ван Генухтена [18] была развита модель, в которой 

наряду с просачиванием жидкости был также рассмотрено влияние резкого контраста 

свойств на перенос примеси. И по настоящее время имеет место поток работ, в которых 

рассматриваются различные аспекты фильтрации и переноса примеси в таких системах. 

Если в первых моделях обмен примеси между подсистемами определялся разностью 

средних значений концентраций в них [18-20], то в дальнейшем большое количество 

работ было посвящено учету мелкомасштабных градиентов, сохраняющихся долгое время 

и во многом определяющих характер переноса примеси.  

Так в ряде работ обмен примесью между быстрой и медленной подсистемой 

описывался на основе прямого аналитического решения задачи диффузии в блоках 

заданной формы (плоской, цилиндрической, сферической [21–23]), или в виде общего 

интегрального представления, где ядро свертки (функции памяти) имело вид обратно-

степенной функции времени [24]. В других работах [25–27] был развит подход, в котором 

обмен примесью между медленными и быстрыми подсистемами определялся набором 

скоростей обмена. В [36] рассматривался перенос в двупористых средах, в которых 

имелся разброс слабопроницаемых пористых блоков по размерам.  И вплоть до 

настоящего времени не уменьшается поток публикаций, анализирующих данную 

проблему как аналитически, так и численно [28–33]. Также рассматриваются разные 

аспекты данной проблемы, такие как самосогласованный учет переноса и фильтрации  

[34], в том числе в ненасыщенных двупористых средах [35], перенос в резко контрастных 

средах химически активных примесей [37]. Модели, учитывающие динамику локальных 

градиентов концентрации на масштабах отдельных неоднородностей (которые часто 

назвают «неравновесными»), наиболее адекватно описывают перенос в резко контрастных 

геологических средах. В работе [17] была предложена такая неравновесная модель, и в 

рамках этой модели рассчитаны режимы переноса [4] (в том числе неклассического типа) 

для трещиновато-пористых сред (также относящихся к классу двухпористых) для случая, 

когда примесь изначально сосредоточена непосредственно в среде миграции.  

При переноса примеси в случае, когда источник примеси отделен от внешней 

среды барьером, следуя работе [3], будем считать, что выход примеси за пределы барьера 

обусловлен двумя факторами. Первый – это медленная диффузия через барьер 

(характеризуемая очень низким коэффициентом диффузии). Второй фактор – это наличие 
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случайных редких дефектов в барьерах («проколов») [39], которых хотя и очень мало, но 

перенос по ним достаточно быстрый. Данные проколы могут существовать в барьере 

изначально, либо образовываться со временем вследствие деградации барьера [40]. 

1.2 Постановка задачи и основные соотношения 

Модель статистически однородной двупористой среды (ДС) с источником (И), 

окруженным барьером (Б) схематически изображена на рисунке 1.  

Считаем, что границы между И и Б, между Б и ДС являются концентрическими 

сферами с радиусами 𝑎𝑎𝑠𝑠 и 𝑎𝑎, соответственно, причем выполняется соотношение 

 𝑎𝑎 ≫ 𝑎𝑎𝑠𝑠.   (1) 
Перенос в ДС определяется адвекцией по системе хорошо проницаемых каналов. 

Также при описании переноса в ДС необходимо учитывать обмен примесью между 

данной системой каналов и пористой матрицей, окружающей эти каналы. Адвекцией 

внутри пористой матрицы пренебрегается, поскольку ее проницаемость мала (подробнее 

описание модели содержится в разделе 1.4). 

Будем называть частицы примеси, сосредоточенные в системе каналов в ДС 

активными. Нашей целью будет анализ поведения примеси на временах, когда размеры 

области содержащей основное количество примеси в ДС будут много больше 𝑎𝑎. В этом 

случае источник, окруженный диффузионным барьером, можно рассматривать как 

точечный с зависящей от времени мощностью 𝑄𝑄(𝑡𝑡), которая, в свою очередь, 

определяется потоком примеси с поверхности Б-ДС. 

В начальный момент времени, 𝑡𝑡 = 0, вся примесь сосредоточена в источнике, и ее 

концентрация за его пределами источника равна нулю. Полное число частиц примеси 

обозначим за 𝑁𝑁0. 

 Уравнение для концентрации активной примеси, 𝑐𝑐(𝒓𝒓, 𝑡𝑡), усредненной на 

масштабах много больших размеров отдельных блоков пористой матицы, 𝑏𝑏, имеет вид: 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝒗𝒗𝑐𝑐 − 𝐷𝐷∇𝑐𝑐) = −𝑞𝑞 + 𝑄𝑄(𝑡𝑡)𝛿𝛿(𝒓𝒓), (2) 

где 𝒗𝒗 есть средняя скорость адвекции примеси в каналах, 𝐷𝐷 коэффициент дисперсии 

примеси в ДС, которая является как результатом молекулярной диффузии, так и 

гидродинамической дисперсии, 𝑞𝑞 есть плотность ловушек, определяемая обменом 

примеси между каналами и пористой матрицей. 
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Рис. 1 Диффузионный барьер, защищающий источник загрязнения от выхода в 

двупористую среду 

 

  

 Принимая во внимание линейность задачи, концентрация активной примеси может 

быть представлена в виде 

 𝑐𝑐(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) = ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)𝐺𝐺(𝒓𝒓, 𝑡𝑡′)𝜕𝜕
0  (3) 

где 𝐺𝐺(𝒓𝒓, 𝑡𝑡′) есть функция Грина для задачи переноса примеси в двупористой среде в 

отсутствие барьера.  

При построении данной модели мы исследуем процессы на временах, когда 

размеры облака примеси существенно превосходят размеры источника. В этом случае, 

источник можно в хорошем приближении считать δ  - образным независимо от того 

рассматривается мы случай с барьером или без него. 

 Будем описывать режимы переноса с помощью следующих величин: 

полного числа активных частиц в ДС 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡) = ∫𝑑𝑑3𝒓𝒓 𝑐𝑐(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)  (4) 
среднего смещения активных частиц 

 〈𝒓𝒓∥〉 = 1
𝑁𝑁(𝜕𝜕)∫𝒓𝒓∥𝑐𝑐(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)𝑑𝑑3𝒓𝒓 ,   (5) 

и продольной и поперечной дисперсии 

 𝜎𝜎𝛼𝛼2(𝑡𝑡) = 1
𝑁𝑁(𝜕𝜕)∫ 𝑐𝑐(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)(𝒓𝒓𝛼𝛼 − 〈𝒓𝒓𝛼𝛼〉)2𝑑𝑑3𝒓𝒓,       𝛼𝛼 =∥,⊥.  (6) 
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 Нетрудно видеть, что данные величины выражаются через мощность источника, 

𝑄𝑄(𝑡𝑡), и те же самые величины (полное число активных частиц в ДС, их среднее смещение 

и дисперсию), но для безбарьерной задачи. Действительно, например, для полного числа 

активных частиц имеем 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡) = ∫𝑑𝑑3𝒓𝒓 𝑐𝑐(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) = ∫𝑑𝑑3𝒓𝒓∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝜕𝜕
0 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)𝐺𝐺(𝒓𝒓, 𝑡𝑡′)  (7) 

Меняя порядок интегрирования, получаем 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡) = ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝜕𝜕
0 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)∫𝑑𝑑3𝒓𝒓𝐺𝐺(𝒓𝒓, 𝑡𝑡′) = ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝜕𝜕

0 𝑄𝑄(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)𝑁𝑁�(𝑡𝑡),        (8) 

где 𝑁𝑁�(𝑡𝑡) = ∫𝑑𝑑3𝒓𝒓𝐺𝐺(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) есть доля числа активных частиц как функция времени для 

безбарьерной задачи. Аналогичные выражения имеют место для среднего смещения и 

дисперсий: 

 〈𝒓𝒓∥〉 = 𝑁𝑁−1 ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′〈𝑟𝑟∥�(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)〉𝜕𝜕
0 𝑁𝑁�(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)𝑄𝑄(𝑡𝑡′), (9) 

 𝜎𝜎𝛼𝛼2(𝑡𝑡) = 𝑁𝑁−1 ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝜎𝜎𝛼𝛼2(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)𝜕𝜕
0 𝑁𝑁�(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)𝑄𝑄(𝑡𝑡′),   , (10) 

где волна означает, что величина относится к безбарьерной задаче. 

Таким образом, для описания режимов переноса нам необходимо знать выражения 

для эффективной мощности источника 𝑄𝑄(𝑡𝑡) и для величин 𝑁𝑁�(𝑡𝑡), 〈𝑟𝑟∥�(𝑡𝑡)〉, 𝜎𝜎�𝛼𝛼2(𝑡𝑡)   𝛼𝛼 =∥

,⊥, описывающих перенос в безбарьерной задаче. Рассмотрим данные величины. 

1.3 Эффективная мощность источника 

Перенос через барьер определяется его структурой. С одной стороны, он 

обусловлен диффузией по матрице барьера с очень низким коэффициентом 𝑑𝑑𝑚𝑚. Малая 

величина 𝑑𝑑𝑚𝑚 достигается, в частности, сильными сорбционными свойствами матрицы. 

 Действительно, при диффузии примеси в пористой матрице, способной 

адсорбировать эту примесь, равновесие между примесью в растворе и адсорбированной на 

поверхности пор устанавливается довольно быстро: время установления равновесия 
2

soldτ δ , где δ  есть характерный размер пор, а sold  коэффициент диффузии примеси в 

растворе, насыщающем поры. Учитывая, что для слабопроницаемой матрицы 
5 610 10δ − −≈ ÷ см, а 610sold −≈ см2/сек, имеем 410τ −≈ сек, и можно воспользоваться 

равновесным приближением. Также здесь и далее мы полагаем, что концентрация 

примеси в растворе сравнительно мала, а сорбционная емкость матрицы велика, так что 

для связи концентрации в растворе, c , и адсорбированной на поверхности пор, adc , можно 

пользоваться линейной изотермой Фрейндлиха: D adc k c=  (здесь обе концентрации берутся 
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в расчете на единицу объема среды). В итоге для эффективного коэффициента диффузии 

растворенной примеси через вещество барьера можно написать m sold d R= , где 11 DR k −= +  

есть коэффициент задержки. Ниже в Главе 4 рассмотрены примеры сорбирующих 

материалов и показано, что коэффициент задержки может достигать 310R   и более.   

С другой стороны, вклад в перенос дает диффузия по редким проколам, с гораздо 

более высоким коэффициентом диффузии 𝑑𝑑𝑝𝑝, p sold d≈ , так что  

 𝑑𝑑𝑝𝑝 ≫ 𝑑𝑑𝑚𝑚 .     (11) 

Здесь и далее индексы 𝑚𝑚 и 𝑝𝑝 соответствуют матрице и проколам, соответственно. 

Поскольку проколы редкие, естественно предположить, что большая часть частиц 

примеси выходят за пределы барьера вследствие диффузии по матрице. Однако на малых 

временах, вклад проколов в эффективный источник в силу соотношения (11) является 

определяющим. Можно сказать, что данный вклад будет предвестником распространения 

основной массы загрязнений. В итоге мощность эффективного источника может быть 

представлена в виде суммы 

 𝑄𝑄(𝑡𝑡) = 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡) + 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡).  (12) 
В силу линейности задачи, естественно представить полную концентрацию в виде 

суммы концентраций, обусловленных выходом частиц по матрице и по проколам. 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) + 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝒓𝒓, 𝑡𝑡).    (13) 
Соответственно, все величины,  определяющие режимы переносы, определенные 

ранее, (7)-(10), будут рассчитаны для обоих сортов частиц по отдельности, а их итоговые 

значения определятся по формулам 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡) = 𝑁𝑁𝑚𝑚(𝑡𝑡) + 𝑁𝑁𝑝𝑝(𝑡𝑡)   (14) 

 〈𝒓𝒓∥〉 =
〈𝒓𝒓∥〉𝑚𝑚𝑁𝑁𝑚𝑚+〈𝒓𝒓∥〉𝑝𝑝𝑁𝑁𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑚𝑚+𝑁𝑁𝑝𝑝
  (15) 

  𝜎𝜎𝛼𝛼2(𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝛼𝛼𝑚𝑚2 𝑁𝑁𝑚𝑚+𝜎𝜎𝛼𝛼𝑝𝑝2 𝑁𝑁𝑝𝑝
𝑁𝑁𝑚𝑚+𝑁𝑁𝑝𝑝

 (16) 

 

Вклад матрицы, 𝑸𝑸𝑸𝑸(𝒕𝒕) 

Эффективная мощность источника определяется потоком примеси на внешней 

поверхности барьера:  

 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡) = −4𝜋𝜋𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑛𝑛𝑚𝑚(𝑟𝑟,𝜕𝜕)

𝜕𝜕𝑟𝑟
�
𝑟𝑟=𝑎𝑎

  (17) 

Эволюция концентрации примеси в матрице внутри барьера 𝑛𝑛𝑚𝑚(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) 
определяется диффузионным уравнением, которое в сферически симметричном случае 

имеет вид 
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𝜕𝜕𝑛𝑛𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑑𝑑𝑚𝑚
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟
𝑟𝑟2 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑟𝑟
 (18) 

и в начальный момент времени примесь в барьере отсутствует: 

 ( )0 0mn r,t = =   (19) 

При расчете эффективной мощности источника мы полагаем, что процессы 

перемешивания концентрации в области И происходят гораздо быстрее, чем диффузия в 

барьере, так что в каждый момент времени концентрацию в области И, sn , можно считать 

однородной: sn const≈ . Изменение полного количества примеси в источнике ( )sN t  во 

времени определяется уравнением 0
0

t

s sN N N dt′= − ∫  , где, в свою очередь, убывание 

примеси в области И определяется ее уходом с поверхности: 

2 24 4
s

s

m
s s m s mr a

r a

nN a j a d
r

π π
=

=

∂
= = −

∂
 . Учитывая, что на границе области источника И и 

барьера Б,  𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑠𝑠, концентрации должны совпадать, 
s

m sr a
n n

=
= , приходим к 

следующему граничному условию на внутренней границе барьера   

 𝑛𝑛𝑚𝑚(𝑎𝑎𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 𝑁𝑁0
𝑉𝑉𝑠𝑠

+ 3𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑎𝑎𝑠𝑠

∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝜕𝜕
0

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑚𝑚(𝑟𝑟,𝜕𝜕′)
𝜕𝜕𝑟𝑟

�
𝑟𝑟=𝑎𝑎𝑠𝑠

  (20) 

где 𝑉𝑉𝑠𝑠 = 4𝜋𝜋
3
𝑎𝑎𝑠𝑠3. 

Миграция в области ДС также происходит гораздо быстрее, чем в барьере, поэтому 

на внешней границе барьера можно также положить  

 𝑛𝑛𝑚𝑚(𝑎𝑎, 𝑡𝑡) = 0.  (21) 

Опишем кратко решение уравнения (18) с граничными условиями (20) и (21) и 

начальным условием (19). Для решения перейдем в представление Лапласа [82]. Тогда для 

искомой функции ( )mn r, p , определяемой согласно  

 ( ) ( ) ( )
0

m mn r, p n r,t exp pt dp
+∞

= −∫ ,  (22) 

с учетом начального условия (19) имеем уравнение 

 2
2

1 m
m m

npn d r
r r r

∂∂
=

∂ ∂


 ,  (23) 

Граничное условие (21) остается прежним, а (20) принимает вид 

 0 31 1

s

m m
m

r as s

N d nn
p V p a r =

∂
= +

∂


   (24) 

Решение системы (21)-(24) с учетом sa a>>  имеет вид 
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( ) ( ) ( )

3
0

0

1
6

s
m

m mm m

N a p pn exp r a exp r a
r d dV d sh pt

    
= − − − −            

   (25) 

где введено характерное время диффузии через барьер  

 𝑡𝑡𝑚𝑚 = 𝑎𝑎2

𝑑𝑑
 . (26) 

Подставляя это выражение в Лаплас-образ мощности источника, следующего из 

выражения (17), и выполняя обратное преобразование Лапласа, окончательно получаем 

выражение для эффективной мощности источника [3]: 

 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡) = 𝑁𝑁0
𝜕𝜕
�𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕 ∫
√𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑥𝑥) 

𝑠𝑠ℎ��𝑥𝑥𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 �

𝑑𝑑𝑥𝑥
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑥𝑥0 +𝜋𝜋∞
𝑥𝑥0 −𝜋𝜋∞  , где 0 00 0Imx , x= >   (27) 

 Отметим, что при выполнении обратного преобразования, при интегрировании 

вдоль контура Меллина  все особые точки подынтегрального выражения находятся слева 

от контура интегрирования, что соответствует принципу причинности – при 0t <  

мощность источника тождественно равна нулю. 

 

 

 
Рис. 2 Схематическое изображение зависимости от времени мощности источника 

примеси Q, обусловленного диффузией по матрице барьера 

 
На малых и больших временах по сравнению с 𝑡𝑡𝑚𝑚 это выражение имеет следующие 

асимптотики 
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 𝑄𝑄𝑚𝑚 ≅ 4𝑁𝑁0�
𝜕𝜕𝑚𝑚3

𝜋𝜋𝜕𝜕5
𝑒𝑒−

𝑡𝑡𝑚𝑚
𝑡𝑡    при  𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑚𝑚 , и (28) 

 𝑄𝑄𝑚𝑚 ≅ 𝑁𝑁0
𝜋𝜋2

2𝜕𝜕𝑚𝑚
𝑒𝑒− 𝜋𝜋

2

4   𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚    при  𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑚𝑚 (29) 

Схематически зависимость мощности источника 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡)  от времени изображена на 

рисунке 2. 

 

Вклад проколов, 𝑸𝑸𝒑𝒑(𝒕𝒕) 

Под проколами мы подразумеваем изолированные квази-одномерные пути 

миграции примеси, случайным образом распределенные в толще барьера и имеющие 

концы на внутренней и внешней поверхности барьера. Они характеризуются длиной 
𝑙𝑙 ≥ 𝑎𝑎 и площадью сечения 𝑠𝑠0. Частицы примеси, попадая в прокол с внутренней стороны 

барьера, диффундируют вдоль него с коэффициентом 𝑑𝑑𝑝𝑝, формируя на внешней стороне 

барьера поток 𝑞𝑞(𝑙𝑙, 𝑡𝑡). Для определения этого потока решалось уравнение 

 
𝜕𝜕𝑛𝑛𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝜕𝜕)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝑚𝑚

𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑝𝑝(𝑥𝑥,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝑥𝑥2

  (30) 

с учетом граничных условий 𝑛𝑛𝑝𝑝(0, 𝑡𝑡) = 𝑛𝑛𝑚𝑚(𝑎𝑎𝑠𝑠, 𝑡𝑡), 𝑛𝑛𝑝𝑝(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 0, и начального условия  

( )0 0n x,t = = . Здесь переменная 𝑥𝑥 есть координата вдоль прокола. Решение данной 

системы уравнений ищется аналогично решению системы для переноса по матрице (см. 

(18)-(27)). Подставляя решение данного уравнения в выражение     𝑞𝑞 = −𝑠𝑠0𝑑𝑑𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑛𝑛𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥
�
𝑥𝑥=𝑙𝑙

, 

получаем выражение 

 𝑞𝑞(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) = 𝑁𝑁0𝑠𝑠0
𝑉𝑉𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑙𝑙 ∫

𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕 1

𝑝𝑝�1+ 3
4𝑝𝑝𝑡𝑡𝑠𝑠 (1+2�𝑝𝑝𝜕𝜕𝑠𝑠)�

2�𝑝𝑝𝜕𝜕𝑙𝑙
𝑠𝑠ℎ(2�𝑝𝑝𝜕𝜕𝑙𝑙)

𝑝𝑝0+𝜋𝜋∞
𝑝𝑝0−𝜋𝜋∞

  (31) 

где 𝑝𝑝0 - действительное положительное число, а характерные времена 𝑡𝑡𝑙𝑙  и 𝑡𝑡𝑠𝑠 определены 

как 

 𝑡𝑡𝑙𝑙 = 𝑙𝑙2

4𝑑𝑑𝑝𝑝
,      𝑡𝑡𝑠𝑠 = 𝑆𝑆

16𝜋𝜋𝑑𝑑𝑚𝑚
= �𝑎𝑎𝑠𝑠

𝑎𝑎
�
2
𝑡𝑡𝑚𝑚 = 𝑎𝑎𝑠𝑠2

4𝑑𝑑𝑚𝑚
, (32) 

где 𝑆𝑆 = 4𝜋𝜋𝑎𝑎𝑠𝑠2. Из (31) нетрудно получить асимптотические выражения для потока частиц 

в зависимости от интервала времени 

 𝑞𝑞(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) ≅ 4𝑞𝑞(𝑠𝑠𝜕𝜕)(𝑙𝑙)�𝑑𝑑𝑝𝑝
𝜋𝜋𝜕𝜕
𝑒𝑒−

𝑡𝑡𝑙𝑙
𝑡𝑡  ,   𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑙𝑙   (33) 
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 𝑞𝑞(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) ≅ 𝑞𝑞(𝑠𝑠𝜕𝜕)(𝑙𝑙),    𝑡𝑡𝑙𝑙 ≪ 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑠𝑠  , где ( ) ( ) 0 0st p

s

dN s  q l
V l

=   (34) 

 𝑞𝑞(𝑙𝑙, 𝑡𝑡) ≅ 𝑉𝑉𝑠𝑠𝑞𝑞(𝑠𝑠𝜕𝜕)(𝑙𝑙) � 1
4𝜋𝜋𝑑𝑑𝜕𝜕

�
3
2  ,   𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑠𝑠 . (35) 

Таким образом, поток примеси от одного прокола сначала экспоненциально растет 

вплоть до времени 𝑡𝑡𝑙𝑙 , выходя на стационарный уровень, а затем убывает по степенному 

закону на временах, много больших 𝑡𝑡𝑠𝑠. 

Вычислим суммарный поток примеси через все проколы. Введем случайную 

безразмерную величину 𝑢𝑢, через которую длина прокола выражается как 𝑙𝑙 = 𝑎𝑎𝑢𝑢. 

Суммарный вклад проколов может быть записан как (см. [3]) 

 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 𝑆𝑆 ∫ 𝑑𝑑𝑢𝑢 𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑞𝑞(𝑎𝑎𝑢𝑢, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑝𝑝
1 ,  (36) 

где 𝜌𝜌(𝑢𝑢) есть плотность проколов на единицу площади, 

 𝜌𝜌(𝑢𝑢) = 𝑠𝑠0−1𝑒𝑒−𝛺𝛺(𝑢𝑢) . (37) 

Впервые выражение для плотности проколов в виде (37) было введено Райхом и 

Рузиным в работе [39] для описания распределения путей тунелирования электронов 

через барьер (полагалось, что пути тунелирования определяются случайными, очень 

редкими (так что ( ) 1uΩ >> ), но сильными флуктуациями проводимости, 

обусловленными, в свою очередь, наличием случайно распределенных примесей). На 

примере разных моделей в [25] было показано, что данная функция обладает следующими 

свойствами 

 𝛺𝛺(𝑢𝑢) ≫ 1, 𝜕𝜕𝛺𝛺
𝜕𝜕𝑢𝑢

< 0, 𝜕𝜕2𝛺𝛺
𝜕𝜕𝑢𝑢2

> 0 . (38) 

В дальнейшем, такое представление для вероятности распределения проколов было 

обобщено (см. [3]) и на случай барьеров, окружающих источник примеси.  

Нижний предел интегрирования 𝑢𝑢 = 1 в выражении (36) определяется самым 

коротким из возможных проколов.  

 Для определения верхнего предела (максимальной длины проколов, вносящих 

вклад в перенос) учтем, что частицы, мигрирующие вдоль прокола, могут через его 

боковую поверхность диффундировать в матрицу. При этом, доля времени, которое 

частица проводит внутри прокола (или, что тоже самое, доля частиц в проколе, если мы 

рассматриваем ансамбль частиц) ( )tτ , будет уменьшаться со временем. Эту долю времени 
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можно оценить как отношение площади прокола 0s  к полной площади поперечного (по 

отношению к направлению прокола) сечения облака примеси ( )2

0 ms d t+ :  

 ( )
( )

0
2

0 m

st
s d t

τ ≈
+

 . (39) 

До тех пор пока 1τ  , уходом в матрицу можно пренебречь. С ростом времени, как видно 

из (39), τ  становится меньше единицы и убывает со временем. Таким образом, на 

временах больших, чем 0*

m

st
d

=   частицы проводят большую часть времени в матрице и 

миграция частиц вдоль проколов существенно замедляется (действие проколов 

подавляется). Если время прохождения частицы вдоль прокола 
2
p

p
p

l
t

d
≈   будет больше 

характерного времени *t , то вкладом таких проколов можно пренебречь.  

 Отсюда следует оценка на максимальную длину прокола: 

 0*
p p p p p

m

sl d t d t d
d

≈ ≈ ≈  , (40) 

или для верхнего предела, 𝑢𝑢𝑝𝑝 = 𝑙𝑙𝑝𝑝
𝑎𝑎

, имеем 

 𝑢𝑢𝑝𝑝~ �𝑠𝑠0
𝑎𝑎
�𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑚𝑚

.  (41) 

Если 𝑢𝑢 ≤ 𝑢𝑢𝑝𝑝, то функция в показателе степени в выражении (36) удовлетворяет 

условиям (38). 

Рассмотрим поведение функции 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) на интервалах времени: 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑝𝑝,  

𝑡𝑡𝑝𝑝 ≪ 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑠𝑠 и 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑠𝑠 . Будем считать, что выполняется соотношение 𝑡𝑡𝑝𝑝 ≪ 𝑡𝑡𝑠𝑠 ≪ 𝑡𝑡𝑚𝑚. 

 

I. Интервал 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒑𝒑  

Подынтегральное выражение в (36) есть произведение двух функций – быстро 

возрастающей 𝜌𝜌(𝑢𝑢), и быстро убывающей функции 𝑞𝑞(𝑎𝑎𝑢𝑢, 𝑡𝑡). Поэтому для вычисления 

данного интеграла можно воспользоваться методом перевала. С учетом (33), (37) 

уравнение для перевальной точки 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕 имеет вид 

 
𝜕𝜕𝛺𝛺(𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝑢𝑢

�
𝑢𝑢=𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡

+ 2𝜕𝜕0𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡
𝜕𝜕

= 0  (42) 

где  
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 𝑡𝑡0 = 𝑎𝑎2

4𝑑𝑑𝑝𝑝
.  (37) 

Величина 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕 , являясь аргументом функции числа проколов 𝑁𝑁(𝑢𝑢) = 𝑆𝑆𝜌𝜌(𝑢𝑢), 

определяет число тех проколов, которые обеспечивают наибольший вклад в суммарный 

поток 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡). В этом случае, для 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) справедливо выражение 

 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 4𝑁𝑁0𝑆𝑆
𝑉𝑉𝑠𝑠

�
𝑑𝑑𝑝𝑝

𝜕𝜕𝛺𝛺"�𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡�+2𝜕𝜕𝑖𝑖 
𝑒𝑒�−𝛺𝛺�𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡�−

𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡

2 �  (43) 

Процедура вычисления интеграла (36) с использованием 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕  справедлива только 

в том случае, когда число оптимальных проколов (т.е. проколов, число которых задается 

𝑁𝑁(𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡) = 𝑆𝑆𝜌𝜌(𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡)) существенно больше единицы, т.е. когда 
𝑆𝑆
𝑠𝑠0
𝑒𝑒−𝛺𝛺(𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡) ≫ 1. 

В обратном случае (если 
𝑆𝑆
𝑠𝑠0
𝑒𝑒−𝛺𝛺(𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝑡𝑡) ≪ 1) выражение для функции источника 

должно определяться так называемыми «типичными» проколами (см. [3]), число которых 

порядка единицы. Значение 𝑢𝑢 для подобных проколов находится из выражения 

 
𝑆𝑆
𝑠𝑠0
𝑒𝑒−𝛺𝛺(𝑢𝑢𝑓𝑓) = 1  (44) 

 В этом случае, вместо (43) имеет место выражение 

 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 4𝑁𝑁0𝑆𝑆
𝑉𝑉𝑠𝑠

�𝑑𝑑𝑝𝑝
𝜋𝜋𝜕𝜕 

1
2𝑢𝑢𝑓𝑓𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡  − �𝛺𝛺′(𝑢𝑢𝑓𝑓)�

𝑒𝑒�−
𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑓𝑓

2�.  (45) 

Если 𝑢𝑢𝑓𝑓 > 𝑢𝑢𝑝𝑝, то значение интеграла (36) будет определяться 𝑢𝑢𝑝𝑝: в (45) нужно 𝑢𝑢𝑓𝑓 

заменить на 𝑢𝑢𝑝𝑝. 

Отметим, однако, что в случае 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕 ≤ 𝑢𝑢𝑓𝑓  возрастает статистический разброс в 

предсказании 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡): 

 ∆=
�〈�𝛿𝛿𝑄𝑄𝑝𝑝(𝜕𝜕)�

2
〉

𝑄𝑄𝑝𝑝(𝜕𝜕)
≥ 1  

В общем случае для 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) имеет место соотношение 

 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) ∝ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 (−𝐹𝐹(𝑡𝑡)),  (46) 

где 

 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = �
𝛺𝛺�𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕� + 𝜕𝜕0

𝜕𝜕
𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕2  ,   𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕 > 𝑢𝑢𝑘𝑘 ,

𝜕𝜕0
𝜕𝜕
𝑢𝑢𝑘𝑘2 ,    𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕 < 𝑢𝑢𝑘𝑘 ,

  (47) 

причем 𝑘𝑘 = 𝑝𝑝, 𝑓𝑓 для 𝑢𝑢𝑓𝑓 > 𝑢𝑢𝑝𝑝 и 𝑢𝑢𝑓𝑓 < 𝑢𝑢𝑝𝑝, соответственно. 
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Учитывая свойства 𝛺𝛺(𝑢𝑢), определенные соотношениями (38), нетрудно видеть,  

что значение 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕  растет со временем. Поэтому можно ожидать, что 𝑢𝑢𝑝𝑝 и 𝑢𝑢𝑓𝑓 будут 

определять поведение системы только на малых временах. Время перехода, как и само 

значение 𝑢𝑢𝑜𝑜𝑝𝑝𝜕𝜕 , определяются конкретным видом функции 𝛺𝛺(𝑢𝑢). 

 

II. Интервал 𝒕𝒕𝒑𝒑 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒔𝒔 

Так как в этом интервале времени 𝑞𝑞(𝑎𝑎𝑢𝑢, 𝑡𝑡) постоянна, а 𝜌𝜌(𝑢𝑢), а с ним и все 

подынтегральное выражение в (36), есть быстрорастущая функция значение интеграла  

будет определяться окрестностью верхнего предела, то есть 𝑢𝑢𝑝𝑝. Выражение для функции 

источника примет вид: 

𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 𝑄𝑄𝑝𝑝
(𝑠𝑠𝜕𝜕) 

𝑄𝑄𝑝𝑝
(𝑠𝑠𝜕𝜕) ≅ 𝑁𝑁0𝑆𝑆

𝑉𝑉𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑎𝑎𝑢𝑢𝑝𝑝

1
�𝛺𝛺′�𝑢𝑢𝑝𝑝��

𝑒𝑒−𝛺𝛺�𝑢𝑢𝑝𝑝�.                                         (48) 

III. Интервал 𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒔𝒔 

Согласно (35) функция источника будет убывать со временем по степенному 

закону: 

 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) =
4𝑄𝑄𝑝𝑝

(𝑠𝑠𝑡𝑡)

3√𝜋𝜋
�𝜕𝜕𝑠𝑠
𝜕𝜕
�
3
2.  (49) 

Отсюда следует общее количество частиц примеси, которое может поступить в 

окружающую среду за счет диффузии по проколам будет 

 𝑁𝑁𝑝𝑝(∞) ≡ ∫ 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑁𝑁0𝑆𝑆
𝑉𝑉𝑠𝑠

∞
0

4𝑑𝑑𝑝𝑝𝜕𝜕𝑠𝑠
3𝑎𝑎 ∫ 𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑢𝑢
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝[−𝛺𝛺(𝑢𝑢)] ≅ 𝑁𝑁0�

𝑑𝑑𝑝𝑝𝜕𝜕𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑚𝑚𝜕𝜕𝑝𝑝

1
�𝛺𝛺′�𝑢𝑢𝑝𝑝��

𝑒𝑒−𝛺𝛺�𝑢𝑢𝑝𝑝�𝑢𝑢𝑝𝑝
1  

(50) 

Отметим, что в силу постановки задачи 

𝑁𝑁𝑝𝑝(∞) ≪ 𝑁𝑁0. 
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Рис. 3 Схематичный график функции источника примеси за счет наличия проколов 

 

  

1.4   Описание переноса в двупористой среде в безбарьерной задаче 

Перейдем к определению величин 𝑁𝑁�(𝑡𝑡), 〈𝑟𝑟∥�(𝑡𝑡)〉, 𝜎𝜎�𝛼𝛼2(𝑡𝑡)   𝛼𝛼 =∥,⊥. Для этого 

рассмотрим перенос примеси в ДС (области, заполненной статистически однородной 

двупористой средой) при отсутствии барьера [4,17]. 

 Как было указано во Введении, такую среду можно характеризовать как состоящую 

из двух подсистем: 1) подсистемы каналов, образованной семейством пор достаточно 

крупных размеров или трещин, по которым примесь переносится на большие расстояния; 

и 2) совокупности пористых блоков, заполняющих пространство между данными 

каналами, с порами существенно более мелкими. На рисунке 4  схематически изображен 

пример такой среды.  

Обозначим среднюю апертуру каналов (определяемую радиусом крупных пор) как 

a , и средний размер пористых  блоков как b . Поскольку проницаемость системы пор 

пропорционально (грубо) квадрату их радиуса, то проницаемость системы крупных пор 

значительно превосходит проницаемость системы мелких. В итоге течение грунтовых вод 

(а, следовательно, и адвективный перенос растворенной примеси) будет происходить по 

каналам, образованным именно крупными порами, а внутри пористых блоков течением 

можно пренебречь. Однако, поскольку пористые блоки также насыщенны влагой, примесь 
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может диффундировать в них. Таким образом, перенос на большие расстояния будет 

также определяться и обменом между системой крупных пор и пористыми блоками. 

 

 

 
Рис. 4 Схематичное изображение двупористой среды 

 

 Перенос примеси внутри системы каналов описывается классическим уравнением 

адвекции-диффузии 

 ( )ˆ ˆ ˆ 0m
c div vc D c
t

∂
+ − ∇ =

∂

d

d , (51) 

где ĉ  есть концентрация примеси в растворе в трещинах, ( ),v v r t=
d d d  локальная скорость 

течения в трещинах. 

 После стандартного усреднения уравнения (51) по пространству на масштабах 

много больше характерного размера блоков b  (Рис. 4), получаем (см., например, [79]) 

 ( )c div uc D c q
t

∂
+ − ∇ = −

∂

d

d , (52) 

где 

 1 3

V

ˆc V cd r−= ∫ , 
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V - объем усреднения ( 3V b>> ), ud  есть средняя скорость просачивания, D  есть 

коэффициент (в общем случае, тензор) дисперсии, а q  - плотность стока частиц примеси 

из раствора внутри трещин в блоки в пересчете на единицу объема. 

Коэффициент дисперсии D  содержит две части, одна из которых определяется 

вкладом молекулярной диффузии mD  в растворе, а вторая – флуктуирующим 

гидродинамическим переносом [79]. Согласно результатам экспериментальных данных, 

(см. [79]), mD ~ D  при 1Pe ≤ , а при 1 mPe , D ~ D Pe>> , где число Пекле есть 
m

buPe
D

= . 

Учитывая, что миграция примеси на большие расстояния определяется  переносом по 

системе трещин, ниже примесь в трещинах c , мы называем активной примесью. 

 Решается задача с начальным условием 

 ( ) ( ) ( )0, 0c r t c r= =
d d . (53) 

 Далее нам удобно перейти в представление Фурье-Лапласа (см. (22)). В данном 

представлении уравнение (52) принимает вид 

 ( ) ( )02
, ,p k p k kp iku Dk c q c+ + = − +d d

d

d

d , (54) 

где 0
kcd  есть Фурье образ начального распределения примеси ( ) ( )0c rd . 

 В силу линейности задачи связь между ,p kq d  и ,p kc d  также должна быть линейной. 

Кроме того, считаем, что поступление примеси в блоки происходит только из раствора в 

трещинах, то есть блоки не обмениваются примесью непосредственно друг с другом.  В 

общем случае это, конечно, не так, так как между пористыми блоками остаются 

перемычки. Однако, если перенос по трещинам определяется адвекцией, вклад 

диффузионного переноса примеси по этим перемычкам в общий транспорт на большие 

расстояния оказывается не существенным. 

В итоге, имеем 

 ( ), ,p k p kq p c= Λ ⋅d d , (55) 

где функция ( )pΛ  часто носит название функции памяти. Ее вид будет определен ниже.  

 Из уравнения (54) и выражения (55) для концентрации активной примеси в Фурье-

Лаплас представлении следует 
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( )

( )

0

2
k

pk

c
c

p p iku Dk
=

+ Λ + +

d

d

d

d

, (56) 

 С помощью обратного Фурье-Лаплас преобразования pkc d  находим 

 ( ) ( ) ( ) ( )03, ,c t r d r G t r r c r′ ′ ′= −∫
d d d d , (57) 

где функция Грина ( )rtG d,  задачи  

 
( ) 2

1
pkG

p p iku Dk
=

+ Λ + +
d

d

d

, (58) 

 

Определение функции памяти ( )pΛ  

Для определения ( )pΛ  необходимо вычислить поток примеси на отдельный блок. 

 Уравнение для концентрации примеси n  в поровом растворе внутри блока имеет 

вид 

 ˆ ˆm
n d n
t

∂
= ∆

∂
. (59) 

Усредняя уравнение (59) по пространству внутри блока (на масштабах много больше 

размеров пор, но много меньше b ), получаем уравнение 

 n d n
t

∂
= ∆

∂
, (60) 

где эффективный коэффициент диффузии d  учитывает свойства среды блоков 

(пористость, искривленность путей миграции). 

 В начальный момент времени примеси в блоках нет 

 ( )0 0n r,t = = . (61) 

Граничное условие на границе блока определяется из следующих соображений. 

Если рассмотреть микроскопические концентрации примеси (концентрации внутри 

трещин ĉ  и внутри порового пространства n̂ ), то на границе блоков между ними, 

очевидно, имеет место равенство:  

 ˆ ˆn c=   (62) 
Учитывая, далее, что средние концентрации связаны с микроскопическими как 

 fr bˆ ˆc c, n nϕ ϕ≈ ≈ ,  (63) 
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где bϕ  есть величина пористости в блоках, а frϕ  - удельная доля объема, занимаемого 

трещинами, и обычно выполняется неравенство fr bϕ ϕ<< , условие на границе блока имеет 

вид 

 Boundn Ac=  (64)  

где 

 b frA ϕ ϕ= . (65) 

Отметим, сто в силу условия fr bϕ ϕ<< , имеем 1A >> .  

Поток примеси из пространства внутри трещин на один блок определяется 

выражением 

 
bS

j d ndS= − ∇∫
dd



, (66) 

где интегрирование производится по поверхности блока bS . Вводя объем, приходящийся 

на один блок bV , для плотности стоков в уравнении (52)  имеем выражение 

 
b

jq
V

= , (67) 

которое, согласно (55) и определит функцию Λ . 

В общем случае рассчитать ( )pΛ  не представляется возможным, так как, 

очевидно, что данная функция зависит от формы блоков. Однако, поведение ( )pΛ  

оказывается универсальным в пределе больших и малых p . Опишем поведение ( )pΛ  в 

этих двух предельных случаях. 

 Для этого заметим, что режим переноса примеси внутри блока существенно 

различается на больших и малых временах. 

На временах bt t<< , где 

 
2

1b
b

b

Vt
S d

 
=  
 

, (68) 

примесь, ушедшая в блок, занимает лишь узкий слой вблизи поверхности блока. В этом 

случае задачу диффузии примеси в блок можно рассматривать как одномерную. Тогда  
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выбирая систему координат с осью Ox  направленной вглубь блока по нормали к границе 

с началом на его поверхности, в представлении Лапласа уравнение (60) принимает вид 

 
2

2
p

p

np n
d x

∂
=

∂
, (69) 

Решение, характеризующее распределение концентрации внутри одного блока, 

убывающее при x →∞ , с учетом граничного условия (64) имеет вид 

 expp p
pn Ac x
d

 
= −  

 
, (70) 

Подставляя (70) в выражение (66) и затем в (67), получаем для плотности стока в 

представлении Фурье-Лапласа 

 , ,p k p k
a

pq c
t

≅d d , (71) 

где введено новое характерное время 

 
2

1b
a

b

Vt
S A d

 
=  
 

. (72) 

В итоге, замечая, что интервал bt t<<  соответствует значениям переменной Лапласа 

1
bp t−>> , с учетом (55) для функции ( )pΛ  имеем 

 ( )
a

pp
t

Λ ≈ , при 1bpt >> . (73) 

 Перейдем к временам bt t>> .  Удобно перейти в уравнении (60) к представлению 

Лапласа и выделить малый параметр. Для этого обезразмерим пространственную 

координату на величину b bb V S= , которая приблизительно равна характерному размеру 

блока: r r r b→ =
d

d d



 , так что уравнение (60) примет вид 

 p pn nα = ∆ , (74) 

где 1bptα = << , и абсолютные значения новых координат меняются в интервале порядка 

единицы. На рассматриваемых временах примесь в блоках распределена практически 

однородно, причем p pn Ac≡  на границе блока, и p pn Ac<  внутри блока. Тогда мы можем 

представить pn  в виде 
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 ( )( )1p pn Ac f r= −
d

 , (75) 

где ( ) 0f r =
d

  на границе блока и ( ) 0f r >
d

  внутри блока. Поскольку в уравнении (74) 

имеется малый параметр, будем искать решение в виде ряда теории возмущений. С 

точностью до членов первого порядка малости имеем ( ) ( )1f r f rα≈
d d

  , где 1f  

удовлетворяет условиям: 1 1f∆ = −  внутри блока, и 1 0f =  на его границе. Переходя в (66) 

от поверхностного интеграла к объемному, воспользовавшись уравнением (74) и 

выражением (67), получаем для плотности стоков следующее соотношение 

 ( )12
b b

p p
b V V

d Aq dV f r dV c
V b
α α

  ≅ − 
  
∫ ∫

d

 , (76) 

откуда с учетом (55) для ( )pΛ получаем  

 ( ) ( )1b
b

a

tp p Bpt
t

Λ ≈ − , при 1bpt << . (77) 

где B  - множитель порядка единицы, зависящий от формы блока. 

 Введенные времена (68) и (72) имеют следующий смысл. Параметр at  

характеризует время, когда количество примеси, ушедшей в блок, сравнивается с 

количеством примеси в трещине, а параметр bt  есть время установления равновесия 

между примесью в трещинах и блоках. В настоящей работе мы полагаем 

 b at t>> . (78) 

 Далее, имея решение для функции Грина в Фурье-Лаплас представлении (58), нет 

необходимости переходить к координатно-временному представлению, а затем 

рассчитывать по формулам (4)-(6). Удобнее воспользоваться формулами, связывающими 

искомые величины с нулевой Фурье-компонентой функции Грина: 

 ( ) ( ), 0
exp

2 p k k

dpN t G pt
iπ =

= ∫ d d

 ,  (79) 

 
( ) ( ),

0 exp
2

p k
k

Gi dpr pt
N t ik π=

∂
〈 〉 =

∂∫
d

d





d

d



,  (80) 

 
( ) ( )

2
,2

02

1 exp
2

p k
k

G dpr pt
N t ik π=

∂
〈 〉 = −

∂∫
d

d





d

d



, (81) 
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( ) ( )

2
,2

02

1 exp
2

p k
k

k

G dpr pt
N t ik π

⊥

⊥ =
⊥

∂
〈 〉 = −

∂∑∫
d

d

d

d

d



,  (82) 

где k


d

 и k⊥

d

 есть соответственно перпендикулярные и продольная компоненты волнового 

вектора, а 2 2 2r rσ = 〈 〉 − 〈 〉
  

d d , 2 2rσ⊥ = 〈 〉


d . 

 Далее на основе решения (58) и выражений (79)-(82) и с учетом асимптотических 

выражений для функции памяти рассчитаны выражения  𝑁𝑁�(𝑡𝑡), 〈𝑟𝑟∥�(𝑡𝑡)〉, 𝜎𝜎�𝛼𝛼2(𝑡𝑡)   𝛼𝛼 =∥,⊥ для 

различных временных интервалов. При этом полагалось, что 
2

v a b
vt t t
D

= << << .  

Интервал  𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  
На таких временах уходом примеси в блоки можно пренебречь, так что число 

частиц в трещинах и их среднюю скорость можно считать постоянными 

 𝑁𝑁� = 1 ,   〈𝑟𝑟∥�〉 = 𝑑𝑑𝑡𝑡.  (83) 

Дисперсия в продольном и поперечном направлениях определяется режимом 

классической диффузии: 

 𝜎𝜎�⊥2 = 2𝜎𝜎�∥2 = 4𝐷𝐷𝑡𝑡.  (84) 

Интервал  𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  
На этих временах динамика системы определяется уходом примеси в пористые 

блоки. Расчет дает следующие выражения. Количество активных частиц убывает со 

временем 

 𝑁𝑁� ≅ �𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜋𝜋𝜕𝜕

,  (85) 

а для среднего смещения частиц и продольной дисперсии имеют место зависимости 

 〈𝑟𝑟∥�〉 ≅ �𝐷𝐷𝑣𝑣𝑡𝑡 ,   𝜎𝜎�∥2 ≅ 𝐷𝐷𝑣𝑣𝑡𝑡, где 𝐷𝐷𝑣𝑣 = 𝑑𝑑2𝑡𝑡𝑎𝑎 . (86) 

Данный режим носит название квазидиффузии. 

В поперечном направлении перенос определяется зависимостью 

 𝜎𝜎�⊥2 ≅ 𝐷𝐷�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡,  (87) 

то есть реализуется субдиффузионный режим. 

Интервал  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕  
На этих временах устанавливается равновесие между примесью в трещинах и в 

блоках. В результате имеем следующие выражения 



33 
 

 𝑁𝑁� ≅ �𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏

,       〈𝑟𝑟∥�〉 ≅ 𝑑𝑑�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡,      𝜎𝜎�⊥2 ≅ 𝜎𝜎�∥2 = 2𝐷𝐷�𝜕𝜕𝑎𝑎

𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡, (88) 

что соответствует режиму классической адвекции-диффузии с перенормированными 

числом частиц примеси, средней скоростью и коэффициентом дисперсии. 

1.5 Режимы переноса в ДС при наличии барьера 

Как следует из анализа рассмотренных выше процессов выхода примеси за 

пределы барьера и переноса по окружающей двупористой среде, для описания переноса в 

системе с барьером существенны пять характерных времен: 𝑡𝑡𝑎𝑎, 𝑡𝑡𝑏𝑏, 𝑡𝑡𝑝𝑝, 𝑡𝑡𝑠𝑠 и 𝑡𝑡𝑚𝑚. 

Практически наиболее важным является случай, когда выполняются следующие 

соотношения  

𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝑡𝑡𝑝𝑝 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 𝑡𝑡𝑠𝑠 ≪ 𝑡𝑡𝑚𝑚, 

который мы и рассмотрим. 

 

Характеристики переноса, определяемого выходом частиц примеси по матрице 

барьера 

 Приведенные выше формулы позволяют рассчитать режимы переноса в среде, 

окружающей источник за пределами барьера. Для этого мы должны в соотношения (8)-

(10) подставить 𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑚𝑚, которое, в свою очередь, определяется асимптотиками (28) и 

(29). 

На малых временах, 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑚𝑚, основной вклад в интегралы дают значения 

переменной интегрирования 𝑡𝑡′ ≪ 𝑡𝑡. Раскладывая выражение в показателе экспоненты 

(28)  с точностью до первого порядка по 𝑡𝑡′/𝑡𝑡, и вводя эффективное время 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚): 

 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑚𝑚
, (89) 

получаем 

 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′) ≅ 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡)𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �− 𝜕𝜕′

𝜕𝜕𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝜕𝜕)

�.  (90) 

Расчеты на основании формул (8)-(10) с учетом (90), (83)-(88) привели к 

следующим режимам переноса и интервалам, в течение которых они реализуются. 

I. Интервал  𝒕𝒕 ≪ �𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝑸𝑸   
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 𝑁𝑁𝑚𝑚 ≈ 𝑄𝑄(𝑡𝑡)𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) ≈ 4𝑁𝑁0�

𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �− 𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕
�,  (91) 

 〈𝑟𝑟∥〉𝑚𝑚 ≈ 𝑢𝑢𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑚𝑚
,   (92) 

 𝜎𝜎⊥𝑚𝑚2 ≅ 𝜎𝜎∥𝑚𝑚2 = 4𝐷𝐷𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 4𝐷𝐷 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑚𝑚
.  (93) 

II. Интервал  �𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝑸𝑸 ≪ 𝒕𝒕 ≪ �𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝑸𝑸   

 𝑁𝑁𝑚𝑚 ≈ 𝑄𝑄(𝑡𝑡)�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) ≈ 4𝑁𝑁0�

𝜕𝜕𝑎𝑎𝜕𝜕𝑚𝑚2

𝜕𝜕3
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �− 𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕
�, (94) 

 〈𝑟𝑟∥〉𝑚𝑚 ≈ 𝑢𝑢�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑡𝑡�𝜕𝜕𝑎𝑎

𝜕𝜕𝑚𝑚
,  (95) 

 𝜎𝜎∥𝑚𝑚2 ≈ 𝐷𝐷𝑢𝑢𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝐷𝐷𝑢𝑢

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑚𝑚
,  (96) 

 𝜎𝜎⊥𝑚𝑚2 ≈ 𝐷𝐷�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝐷𝐷𝑡𝑡�𝜕𝜕𝑎𝑎

𝜕𝜕𝑚𝑚
. (97) 

III. Интервал  �𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝑸𝑸 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝑸𝑸   

 𝑁𝑁𝑚𝑚 ≈ 𝑄𝑄(𝑡𝑡)𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚)(𝑡𝑡)�𝜕𝜕𝑎𝑎

𝜕𝜕𝑏𝑏
≈ 4𝑁𝑁0�

𝜕𝜕𝑎𝑎𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑏𝑏

𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �− 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕
�,  (98) 

 〈𝑟𝑟∥〉𝑚𝑚 ≈ 𝑢𝑢�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓

(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑡𝑡2�
𝜕𝜕𝑎𝑎

𝜕𝜕𝑚𝑚2 𝜕𝜕𝑏𝑏
,  (99) 

 𝜎𝜎∥𝑚𝑚2 ≈ 𝜎𝜎⊥𝑚𝑚2 ≅ 𝐷𝐷�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓

(𝑚𝑚)(𝑡𝑡) = 𝐷𝐷𝑡𝑡2�
𝜕𝜕𝑎𝑎

𝜕𝜕𝑚𝑚2 𝜕𝜕𝑏𝑏
.  (100) 

 Отметим, что на временах 𝑡𝑡 < 𝑡𝑡𝑚𝑚 количество примеси в окружающей источник с 

барьером геологической среде сравнительно (экспоненциально) мало. Кроме того, можно 

сказать, что на этих временах 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚) играет роль текущего времени, так что зависимости от 

времени среднего смещения и дисперсий, а также границы интервалов сохраняют свой 

вид, если в соответствующих выражениях сделать замены 𝑡𝑡 на 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚). 

IV. Интервал  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝑸𝑸   

На этих временах, большая часть примеси уже находится вне источника с 

барьером, так что перенос описывается режимами, полученными в модели двупористой 
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среды в отсутствие барьера: 𝑁𝑁𝑚𝑚 ≈ 𝑁𝑁0�
𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏

,      〈𝑟𝑟∥〉𝑚𝑚 ≈ 𝑢𝑢�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏

,      𝜎𝜎∥𝑚𝑚2 = 𝜎𝜎⊥𝑚𝑚2 ≈

4𝐷𝐷�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡. 

Схематическое изображение величин, описывающих режимы переноса, 

представлено на рисунках 5, 6. 

 

Характеристики переноса, определяемого выходом частиц примеси по проколам 

Для описания характеристик переноса, обусловленного выходом примеси по 

проколам на временах 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑝𝑝 выражение для 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′) можно представить аналогично 

(90) с заменой 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡) на 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡) и 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑚𝑚) на 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓

(𝑝𝑝) , определяемого по формуле 

 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑝𝑝) = �𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜕𝜕)

𝑑𝑑𝜕𝜕
�
−1

,  (101) 

где 𝐹𝐹(𝑡𝑡) определено в (47).  

I. Интервал  𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕∗   

На временах, где 𝑡𝑡∗ определяется из условия 

 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑝𝑝) (𝑡𝑡∗) = 𝑡𝑡𝑎𝑎,  (102) 

режим переноса характеризуется соотношениями 

 𝑁𝑁𝑝𝑝 = 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑝𝑝) (𝑡𝑡),  (103) 

 〈𝑟𝑟∥〉 ≅ 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑝𝑝) (𝑡𝑡).  (104) 

II. Интервал 𝒕𝒕∗ ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒑𝒑 

 𝑁𝑁𝑝𝑝 = 𝑄𝑄𝑝𝑝(𝑡𝑡)�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑝𝑝) (𝑡𝑡),  (105) 

 〈𝑟𝑟∥〉 ≅ 𝑑𝑑�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓
(𝑝𝑝) (𝑡𝑡). (106) 

III. Интервал 𝒕𝒕𝒑𝒑 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

 𝑁𝑁𝑝𝑝 ≅ 𝑄𝑄(𝑠𝑠𝜕𝜕)�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡,  (107) 

 〈𝑟𝑟∥〉 ≅ 𝑑𝑑�𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡.  (108) 

IV. Интервал 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒔𝒔 
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 𝑁𝑁𝑝𝑝 ≅ 𝑄𝑄(𝑠𝑠𝜕𝜕)�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡,  (109) 

 〈𝑟𝑟∥〉 ≅ 𝑑𝑑�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑡𝑡.  (110) 

V. Интервал 𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒔𝒔 

 𝑁𝑁𝑝𝑝 ≅ 𝑁𝑁𝑝𝑝(∞)�𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏

,  (111) 

где 𝑁𝑁𝑝𝑝(∞) определяется формулой (50).  

Для среднего смещения сохраняется формула (110). 

 

 

 
  Рис. 5 Схематическое изображение зависимости полного числа частиц от времени 
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Рис. 6 Схематическое изображение зависимости среднего смещения от времени 

 

1.6 Асимптотики концентрации 

В этом разделе мы проанализируем поведение концентрации активной примеси на 

расстояниях от центра тяжести основной области локализации примеси 〈𝒓𝒓〉, много больше 

размера этой области [41] 

 |𝑟𝑟𝛼𝛼 − 〈𝑟𝑟𝛼𝛼 〉| ≫ 𝜎𝜎𝛼𝛼 .  (112) 

Для расчета концентрации на асимптотически больших расстояниях, при 

выполнении обратного Фурье-Лаплас преобразования выражения можно воспользоваться 

методом перевала. Поэтому выражение для концентрации имеет экспоненциально 

убывающий вид. Представим асимптотику концентрации для безбарьерной задачи в виде 

 �̃�𝑐𝑎𝑎𝑠𝑠(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ∝ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�−𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)�,     𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≫ 1.  (113) 

Учитывая, что с точки зрения переноса среда является анизотропной (имеется выделенное 

направление, определяемое средней скоростью) функция в показателе в общем случае 

зависит от вектора r , а сам вид функции меняется в зависимости от пространственно-

временного диапазона (см. [41]) 

 

В зависимости от времени функция Φ�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) является убывающей: 
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𝜕𝜕𝛷𝛷�(𝒓𝒓,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕

< 0.  (114) 

Естественно, что в задаче с барьером концентрационная асимптотика будет также 

экспоненциальной 

 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑠𝑠(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ∝ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝[−𝛷𝛷(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)],     𝛷𝛷(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≫ 1.  (115) 

Цель этого раздела состоит в том, чтобы определить показатель экспоненты 

𝛷𝛷(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) в зависимости от значений его аргументов. 

Исходным соотношением для нас будет равенство (3). При этом с учетом (12) и 

(13) рассмотрим отдельно аддитивные вклады в асимптотику, возникающие за счет 

матрицы (барьера) и проколов. 

 

Вклад матрицы 

С учетом равенств (3), (12) и (13)  имеем 

 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝[−𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)] ∝ ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡′)𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�−𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)�𝜕𝜕
0 .  (116) 

Для дальнейшего вывода существенно, что в соответствии с [41] функция 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) 
имеет следующую зависимость от времени: 

 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ∝ 𝑡𝑡−
𝛾𝛾

1−𝛾𝛾 , (117) 

где величина 𝛾𝛾 = 1
2
 для диффузионной или квазидиффузионной асимптотики 

безбарьерной задачи и 𝛾𝛾 = 1
4
 для субдиффузионной асимптотики. В свою очередь, 

отвлекаясь от предъэкспоненциального множителя, функция 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡), согласно (28) и (29) 

имеет вид 

 𝑄𝑄𝑚𝑚(𝑡𝑡) ∝ 𝑒𝑒−
𝑡𝑡𝑚𝑚
𝑡𝑡  , при 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑚𝑚,  (118) 

где величина 𝑡𝑡𝑚𝑚 определена равенством (26). 

Асимптотическое выражение для концентрации ведет себя по-разному на разных 

временных интервалах. Пусть для начала текущее время будет много меньше 

характерного времени диффузии через барьер 𝑡𝑡𝑚𝑚. 

I. Интервал 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝑸𝑸 

С учетом (118) имеем 

 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝[−𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)] ∝ ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�−𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′)�𝜕𝜕
0 𝑒𝑒−

𝑡𝑡𝑚𝑚
𝑡𝑡′ .  (119) 
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Здесь оба сомножителя подынтегрального выражения являются резко 

возрастающими функциями своих временных аргументов. Однако, по отношению к 

переменной интегрирования 𝑡𝑡′ первый резко убывает, в то время как второй резко 

возрастает. Отсюда следует, что подынтегральное выражение в целом имеет резкий 

максимум, и поэтому интеграл набирается в узкой окрестности этого максимума. 

Соответственно, вычисление в формуле  (119) удобно проводить методом перевала [82]. В 

результате получаем: 

 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) = 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡∗) + 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕∗

,  (120) 

где 𝑡𝑡∗ - перевальная точка, являющаяся решением уравнения 

 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡∗) + 𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕∗2
= 0.  (121) 

В случае, когда в (117) 𝛾𝛾 = 1
2
, на основе (120) и (121), путем несложных 

алгебраических выкладок получаем 

 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) = ��𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) + �𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕
�
2

.  (122) 

При 𝛾𝛾 = 1
4
 простое аналитическое выражение для 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) удается получить в 

двух предельных случаях. 

а) 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≫ 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕

  

Здесь оказывается 𝑡𝑡∗ ≪ 𝑡𝑡, и в главном приближении по малому параметру 
𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕
≪ 1 

находим 

 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≅ 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) �1 + 2� 𝜕𝜕𝑚𝑚
3𝜕𝜕𝛷𝛷� (𝒓𝒓,𝜕𝜕)�.  (123) 

б) 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≪ 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕

  

Здесь 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡∗ ≪ 𝑡𝑡, и вычисления, аналогичные предыдущему случаю дают 

 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≅ 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕

+ 4 �
𝛷𝛷��𝒓𝒓,𝜕𝜕𝑒𝑒𝑓𝑓(𝜕𝜕)�

3
�

3
4

.  (124) 

II. Интервал 𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝑸𝑸 

В этом пределе выделяются также два случая. 
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а) 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕
≪ 1 

 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) = 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡).  (125) 

то есть асимптотическое убывание концентрации такое же как и для безбарьерной задачи. 

б) 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕
≫ 1 

Этот случай при 𝛾𝛾 = 1
2
 сводится к (122), а при 𝛾𝛾 = 1

4
  к (123). 

Вклад проколов 

С точностью до предъэкспоненциального множителя вклад проколов в 

асимптотику концентрации с учетом (46) определяется соотношением 

 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�−𝛷𝛷𝑝𝑝(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)� ∝ ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�−𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′) − 𝐹𝐹(𝑡𝑡′)�𝜕𝜕
0 . (126) 

Вычисления, аналогичные тем, которые проводились для вклада от диффузии по 

матрице, приводят к следующим результатам. 

I. Случай 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≪ 𝐹𝐹(𝑡𝑡) 

 𝛷𝛷𝑝𝑝(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≅ 𝐹𝐹(𝑡𝑡) + 𝛾𝛾−𝛾𝛾 �
𝛷𝛷��𝒓𝒓,𝜕𝜕𝑒𝑒𝑓𝑓

𝑝𝑝 (𝜕𝜕)�

(1−𝛾𝛾) �
1−𝛾𝛾

, 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓
𝑝𝑝 (𝑡𝑡) = − � 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐹𝐹(𝑡𝑡)�

−1
. (127) 

II. Случай 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≫ 𝐹𝐹(𝑡𝑡) 

В этом случае требуется знать конкретный вид функции 𝐹𝐹(𝑡𝑡). Положим 

 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = �𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕
�
𝛽𝛽

.  (128) 

Тогда 

 𝛷𝛷𝑝𝑝(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) ≅ 𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) + (1 + 𝛽𝛽) � 𝛾𝛾𝜕𝜕𝑝𝑝
𝛽𝛽(1−𝛾𝛾)𝜕𝜕

𝛷𝛷�(𝒓𝒓, 𝑡𝑡)�
𝛽𝛽

1+𝛽𝛽.  (129) 

Отметим, что к многоступенчатой структуре концентрационных асимптотик вклад 

проколов добавляет еще одну. Она соответствует самым малым временам и (или) самым 

большим расстояниям. 

1.7 Ключевые результаты и заключение 

В данной главе проанализированы режимы переноса примеси и концентрационные 

асимптотики в статистически однородной резко контрастной среде в случае, когда 

источник примеси окружен барьером, состоящим из слабопроницаемой матрицы и редких 
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линейных дефектов («проколов»), обеспечивающих быстрый выход примеси из барьера в 

основную среду.  

В общем случае, свойства переноса определяются набором характерных времен. 

Часть из них, 𝑡𝑡𝑎𝑎 и  𝑡𝑡𝑏𝑏, характеризуют внешнюю по отношению к барьеру геологическую 

среду, а остальные, 𝑡𝑡𝑚𝑚, 𝑡𝑡𝑝𝑝, 𝑡𝑡𝑠𝑠 – определяются свойствами барьера и источника. 

На временах, превышающих характерное время диффузии примеси через барьер, 

𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑚𝑚 , действие барьера практически несущественно, и перенос в основном происходит 

в режиме безбарьерной задачи. 

На временах 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑚𝑚, перенос формально описывается такими же 

закономерностями, как и в безбарьерной задаче (последовательно реализуются обычная 

адвекция-диффузия, квазидиффузия с субдиффузионным расплыванием в поперечном 

направлении, замедленная адвекция-диффузия), но с заменой реального времени 𝑡𝑡 на 

эффективное время 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑚𝑚
, так что присутствие барьера приводит к 

существенному замедлению переноса. Кроме того, границы временных интервалов, при 

которых происходит смена режимов переноса, смещаются в сторону больших времен: 

𝑡𝑡𝑎𝑎 → �𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑚𝑚, 𝑡𝑡𝑏𝑏 → �𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡𝑚𝑚. 

Наличие проколов приводит к появлению на малых временах предвестников. Хотя 

полное количество частиц примеси, обусловленное выходом через проколы, невелико, 

именно они определяют характеристики переноса примеси в основной среде на самых 

малых временах. 

Диффузионный барьер приводит к модификации концентрационных асимптотик. 

На сверхдалеких расстояниях или сверхранних временах возникает дополнительная 

ступень асимптотик, обусловленная действием проколов.  



42 
 

Глава 2  

Исследование динамики очистки геологических сред с 

двупористой структурой путем выщелачивания загрязнений 

фильтрующимся флюидом 

2.1 Введение 

Несмотря на предпринимаемые усилия, а также в силу исторических причин в 

процессе функционирования объектов с использованием ядерных и радиационно опасных 

материалов, к сожалению, формируются территории, радиоактивное загрязнение которых 

существенно превышает допустимые нормы, так что эти территории нуждаются в 

проведении серьезных реабилитационных мероприятий. Так, например, в местах 

приповерхностных хранилищ РАО в результате нарушения изолирующих свойств 

контейнеров и инженерных барьеров со временем происходит проникновение 

радиотоксичных веществ в подстилающие геологические формации. Проникая в грунт в 

виде раствора и накапливаясь вблизи хранилищ, загрязнения в дальнейшем переносятся 

грунтовыми водами, так что в итоге, даже при полной ликвидации приповерхностного 

хранилища, данная область будет представлять собой неконтролируемый источник 

радиоактивных загрязнений.  

Как указано в кратком обзоре состояния проблемы, существуют различные методы 

реабилитации таких территорий, выбор которых в каждой конкретной ситуации зависит 

от характера и степени загрязнений, расположения загрязненной территории и многих 

других факторов. Перечислим основные из них: 

• Выборка загрязненного грунта с последующей его дезактивацией и заполнением 

котлованов чистым грунтом; 

• Создание геофизических барьеров на путях миграции радионуклидов 

(определяемых естественным течением грунтовых вод) для существенного 

снижения инфильтрационного выноса с одновременным применением сорбентов 

в барьерах для извлечения радионуклидов; 

• Вымывания (выщелачивания) радионуклидов стимулированным потоком 

грунтовых вод, создаваемым с помощью устройства ряда нагнетающих и 

откачивающих скважин. 

В данной главе будет представлена модель вымывания примесей из двупористых 

(или трещиновато-пористых) сред. 
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Повторим кратко основные свойства этих сред. С точки зрения переноса примесей 

подобные среды можно представить как совокупность двух подсистем: 

• хорошо проницаемая сетка из трещин; 

• слабопроницаемые пористые блоки, заполняющие все пространство между 

трещинами.  

Обычно, при описании переноса примеси в трещиновато-пористых средах всю 

совокупность примеси делят на часть, сосредоточенную в хорошо проницаемых каналах 

(трещинах), и в слабопроницаемых пористых блоках (см. выше рисунок 4). При этом 

примесь в каждой подсистеме локально описывается парциальной средней 

концентрацией, усредненной на масштабах больше характерных размеров блоков, и 

скорость обмена между подсистемами принимается пропорциональной разности этих 

средних концентраций [18]. Это дает неплохое приближение для описания основной 

массы примеси на больших временах, когда градиентами концентрации на масштабах 

отдельных блоков можно пренебречь. Тем не менее, если размеры блоков достаточно 

велики, время выравнивания концентрации, может оказаться большим. Действительно, 

простая оценка для блоков с размером 𝑏𝑏~10 см с учетом типичного значения 

коэффициента диффузии в насыщенной влагой пористой среде 𝑑𝑑 ≈ 10−7 см2/сек, 

характерное время выравнивания концентрации будет порядка 𝜏𝜏 ≈ 𝑏𝑏2

𝑑𝑑
≈ 109 сек ≈

30 лет. В этом случае именно указанные градиенты будут определять скорость выхода 

примеси из блоков, что необходимо учитывать при описании динамики вымывания 

примеси [4, 17]. 

Целью главы является построение модели очистки загрязненной трещиновато-

пористой среды с помощью прокачки флюида, учитывающей указанный резкий контраст 

проницаемости трещиновато-пористой среды. 

Отметим, что при практической реализации вымывания радиоактивной примеси 

возможны различные конфигурации расположения нагнетающих и откачивающих 

скважин. Возможно расположение как учитывающее имеющийся естественный напор 

(нагнетающие скважины расположены выше по течению, чем откачивающие), так и 

независимое от него (например, так называемый конверт, когда нагнетающие скважины 

расположены в центре области, а откачивающие по периферии). В данной главе мы будем 

считать, что скважины расположены так, что создают одномерное течение жидкости, 

приводящее к вымыванию загрязнений из породы. 
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2.2 Постановка задачи 

Рассматривается статистически однородная трещиновато-пористая среда, рисунок 

7. Основным механизмом переноса примеси на большие расстояния (в частности, за 

пределы загрязненной зоны) здесь является адвекция по подсистеме трещин, в то время 

как в блоках адвекция отсутствует, и имеет место только молекулярная диффузия в 

растворе (среда полагается насыщенной). Считается, что к моменту начала очистки 

процесс поступления загрязнений в рассматриваемую область происходил в течение 

достаточно длительного времени, поэтому примесь содержится не только в растворе 

внутри трещин, но также и в блоках, причем в силу существенно большей емкости блоков, 

в них будет содержаться основное количество примеси. Поскольку диффузионный выход 

примеси из блоков происходит гораздо медленнее, чем адвективный перенос по 

трещинам, то именно выход из блоков будет ограничивать скорость очистки загрязненной 

территории. Перенос по трещинам обусловлен адвекцией в поле скоростей 

фильтрующейся жидкости и молекулярной диффузией, а в блоках – только молекулярной 

диффузией. Рассматривается практически важный случай, когда время установления 

однородной концентрации в блоках велико.  

 

 
 

Рис. 7 Схематическое изображение среды 

Будем считать, что область, подлежащая очистке, имеет вид прямоугольного 

параллелепипеда длиной (вдоль средней скорости флюида V ) L


, и поперечными 
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размерами порядка L⊥ , причем имеет место сильное неравенство , ,iL b i>> = ⊥ .  Ось ОХ 

направим вдоль средней скорости V. В начальный момент считаем, что и каналы, и 

матрица пористых блоков указанной области равномерно насыщены примесью. Чистая 

жидкость поступает в исследуемую область на левой границе и насыщенная примесью 

выводится на правой границе. 

Концентрация примеси в трещинах 𝑐𝑐, усредненная по объему, содержащему 

достаточно большое число блоков, удовлетворяет уравнению 

 ( )c div Vc D c q
t

∂
+ − ∇ =

∂


     (130) 

где q  описывает обмен растворенной примесью между трещинами и блоками. 

Коэффициент дисперсии D   в общем случае содержит вклад как молекулярной диффузии, 

так и гидродинамической дисперсии, и в случае больших чисел Пекле 𝑃𝑃𝑒𝑒 = 𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑑𝑑
≫ 1, 

приближенно равен D Vb d≈ >> . 

 Нас будет интересовать процесс формирования очищенной от примеси области, а 

именно, движение фронта выщелачивания в направлении скорости фильтрации жидкости 

и степень выщелачивания за фронтом. Поэтому, нам будет удобно проинтегрировать 

уравнение (130) по поперечным координатам, и перейти к рассмотрению величин 
2

S

c c d r
⊥

= ∫  , 2

S

q q d r
⊥

= ∫  . Кроме того, в данной работе мы рассмотрим случай, когда 

выполняется условие  

 cVc D
x
∂

>>
∂

,  (131) 

так что уравнение (130) с учетом одномерности задачи переходит в 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝑞𝑞. (132) 

Условия для выполнения неравенства (131), будут установлены ниже. 

Слева в расчетную область поступает жидкость, свободная от примеси, так что 

условие на левой границе имеет вид 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥 = 0) = 0. (133) 
В начальный момент считаем, что примесь равномерно заполняет трещины: 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡 = 0, 0 < 𝑥𝑥 < 𝐿𝐿) = 𝑐𝑐0. (134) 
Для решения задачи перейдем в представление Лапласа по времени:  

𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) = ∫ 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑝𝑝𝜕𝜕𝑑𝑑𝑡𝑡 ∞
0 , так что уравнение (132) принимает вид 

 𝑝𝑝𝑐𝑐𝑝𝑝 + 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝑐𝑐0 + 𝑞𝑞𝑝𝑝  (135) 
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Рассмотрим функцию 𝑞𝑞, описывающую обмен примесью между трещинами и 

блоками. 

В отличие от задачи обмена примесью между блоками и трещинами, которая 

решалась в Главе 1, в рассматриваемой здесь задаче среда изначально заполнена 

примесью. Для решения задачи в такой постановке удобно получить  функцию 𝑞𝑞 в явном 

виде. 

В общем случае блоки имеют произвольную форму и их размеры могут меняться в 

широком пределе. Как показано в Главе 1, раздел 1.4 ([4,17]), решение диффузионной 

задачи для примеси в пределах больших и малых времен универсальны (не зависят от 

формы блоков). Кроме того, если разброс размеров блоков не очень большой, то можно 

характеризовать блоки некоторым средним размером. Поэтому для расчета функции 𝑞𝑞 в 

нашей модели будем рассматривать блоки сферической формы с радиусом 𝑏𝑏. 

Для расчета концентрации внутри сферического блока радиусом 𝑏𝑏 рассмотрим 

уравнение диффузии в сферических координатах  

 
𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑑𝑑 1
𝑟𝑟
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑟𝑟2 
(𝑟𝑟𝑛𝑛) (136) 

с начальным 

 𝑛𝑛(𝑡𝑡 = 0, 𝑥𝑥) = 𝑛𝑛0  (137) 
и граничными условиями 

 �𝑛𝑛(𝑡𝑡, 𝑟𝑟 = 0) < ∞;
𝑛𝑛(𝑡𝑡, 𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = 𝛼𝛼𝑐𝑐. (138) 

Здесь 𝑐𝑐 есть средняя концентрация в трещинах, окружающих рассматриваемый 

блок, которую считаем постоянной в силу условия, что мы рассматриваем задачу на 

временах, когда размер облака примеси существенно превышает размер одного блока. 

Выполнение данного условия мы проверим ниже. 

Константа 𝛼𝛼, связывающая среднюю концентрацию в трещинах и концентрацию на 

поверхности блоков, определяется аналогично константе A  в формуле (65), и в 

обозначениях настоящей Главы имеет вид  

 𝛼𝛼 = 𝜔𝜔𝑏𝑏
𝜔𝜔𝑓𝑓𝑓𝑓

. (139) 

при где frω  есть трещиноватость, а bω  пористость внутри блоков, и учтено неравенство 

fr bω ω<< . 

Решение данной задачи дает распределение концентрации по радиусу одного 

блока, которое в представлении Лапласа имеет вид 
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 𝑛𝑛𝑝𝑝(𝑟𝑟) = �𝛼𝛼𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) − 𝑛𝑛0
𝑝𝑝
� 𝑏𝑏
𝑟𝑟

𝑠𝑠ℎ�𝑟𝑟�𝑝𝑝𝑑𝑑�

𝑠𝑠ℎ�𝑏𝑏�𝑝𝑝𝑑𝑑�
+ 𝑛𝑛0

𝑝𝑝
 (140) 

Вычисляя поток на один блок, 𝐼𝐼𝑝𝑝 = −∮(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑠𝑠, и деля его на объем блока (как 

и ранее полагая fr bω ω<< ), для функции 𝑞𝑞𝑝𝑝 получаем выражение 

 𝑞𝑞𝑝𝑝 = 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) + 𝑛𝑛0𝜓𝜓𝑝𝑝, (141) 
где 

 �
𝜑𝜑𝑝𝑝 = 𝛼𝛼

3𝜕𝜕𝑏𝑏
�1 − 3�𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐𝑡𝑡ℎ�3�𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏�� ,

𝜓𝜓𝑝𝑝 = 1
3𝑝𝑝𝜕𝜕𝑏𝑏

�3�𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐𝑡𝑡ℎ�3�𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏� − 1�.
  (142) 

  

Здесь наряду с формулой (68), для характерного времени диффузии примеси на 

размерах блока можно написать 

 𝑡𝑡𝑏𝑏 = �𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑆𝑆𝑏𝑏
�
2 1
𝑑𝑑

= 𝑏𝑏2

9𝑑𝑑
  (143) 

где 𝑉𝑉𝑏𝑏 есть объем, а 𝑆𝑆𝑏𝑏 - площадь поверхности блока.  
 

Учитывая, что по постановке задачи в начальный момент времени примесь в 

трещинах и блоках находится в равновесии: 

 𝑛𝑛0 = 𝛼𝛼𝑐𝑐0,  (144) 
выражение для функции 𝑞𝑞𝑝𝑝 окончательно принимает вид 

 𝑞𝑞𝑝𝑝 = 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) + 𝛼𝛼𝑐𝑐0𝜓𝜓𝑝𝑝  (145) 

Решая уравнение (135) с учетом граничного условия (133) и выражения для 𝑞𝑞𝑝𝑝, 

(145), получаем для функции 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) выражение 

 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐0
1+𝛼𝛼𝜓𝜓𝑝𝑝
𝜑𝜑𝑝𝑝−𝑝𝑝

�𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 ��𝜑𝜑𝑝𝑝 − 𝑝𝑝� 𝑥𝑥
𝑉𝑉
� − 1�  (146) 

Окончательно, чтобы найти распределение концентрации в пространстве в 

зависимости от времени, нужно выполнить обратное преобразование Лапласа для 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥), 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = ∫ 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎+𝜋𝜋∞
𝑎𝑎−𝜋𝜋∞ ,   𝑅𝑅𝑒𝑒(𝑎𝑎) > 0. (147) 

2.3 Режимы очистки 

Процесс вымывания примеси описывается на основе предложенных формул для 

средней концентрации в трещинах (147), и в блоках (во втором случае надо провести 

обратное преобразование Лапласа выражения для концентрации (140), проинтегрировать 
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его по объему одного блока и поделить на объем блока). Поведение концентрации 

существенно зависит от интервала времени. В задаче имеется два характерных времени. 

Наряду со временем 𝑡𝑡𝑏𝑏, определенным выше в (143), аналогично (72), введем характерное 

время 𝑡𝑡𝑎𝑎: 

 𝑡𝑡𝑎𝑎 = 𝜕𝜕𝑏𝑏
𝛼𝛼2

 .  (148) 

 Данная величина определяет время, когда количество примеси, вышедшей из 

блоков, становится сравнимым с количеством примеси в трещинах, и, следовательно, 

блоки начинают существенно влиять на динамику вымывания. Обычно для трещиновато-

пористых сред 𝛼𝛼 ≫ 1, поэтому в дальнейшем будем полагать 𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏. 

Поскольку нашей конечной целью является описание вымывания примеси из 

блоков, то ниже мы рассмотрим только два временных интервала: 𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏  и 𝑡𝑡 ≫

𝑡𝑡𝑏𝑏. Начнем с описания примеси в трещинах. 

 

Поведение примеси в трещинах 

I. Интервал  𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  
При расчете концентрации по формуле (147) мы будем пользоваться достаточно 

очевидным соображением, что основной вклад в интегралах при обратном 

преобразовании Лапласа будут давать значения переменной Лапласа, для которых 𝑝𝑝𝑡𝑡~1 
[41]. 

Тогда во всем интервале 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏  имеет место 𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏 ≫ 1, и для 𝜑𝜑𝑏𝑏 и 𝜓𝜓𝑏𝑏 с учетом 

(148) следует 

 �
𝜑𝜑𝑏𝑏 ≈ −�

𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑎𝑎

,

𝜓𝜓𝑏𝑏 ≈
1

�𝑝𝑝𝜕𝜕𝑏𝑏
.

  (149) 

  

Из (146) и (149) следует 

 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≈ 𝜕𝜕0
𝑝𝑝
�1 − 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 ��−�

𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑎𝑎
− 𝑝𝑝� 𝑥𝑥

𝑉𝑉
�� (150) 

и выполняя обратное преобразование Лапласа (147) получаем 

𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≈ ∫ 𝜕𝜕0
𝑝𝑝
�1 − 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 ��−�

𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑎𝑎
− 𝑝𝑝� 𝑥𝑥

𝑉𝑉
�� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑝𝑝

2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎+𝜋𝜋∞
𝑎𝑎−𝜋𝜋∞ ,𝑅𝑅𝑒𝑒(𝑎𝑎) > 0  (151) 
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С учетом того, что первое слагаемое в скобке под интегралом дает 𝑐𝑐0, преобразуем 

выражение (151) к виду  

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �1 − ∫𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝑠𝑠 − 𝑥𝑥
�𝐷𝐷𝑉𝑉𝜕𝜕′

√𝑠𝑠� 𝑑𝑑𝑠𝑠
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑠𝑠

� (152) 

где совершен переход к новой переменной 𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑡𝑡′, и введены новое время 𝑡𝑡′ = 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑉𝑉

  и 

эффективный коэффициент квазидиффузии  

 𝐷𝐷𝑣𝑣 = 𝑉𝑉2𝑡𝑡𝑎𝑎. (153) 

При малых значениях координаты, так что 
𝑥𝑥

�𝐷𝐷𝑉𝑉𝜕𝜕′
≪ 1, концентрация в трещинах, 

как будет показано ниже, почти равна нулю. При 
𝑥𝑥

�𝐷𝐷𝑉𝑉𝜕𝜕′
≫ 1 (но 𝑥𝑥 ≪ 𝑉𝑉𝑡𝑡) значение 

интеграла в (152) определяется перевальной точкой и экспоненциально мало отличается 

от 𝑐𝑐0. Можно ввести положение «фронта» выщелачивания примеси 𝑥𝑥𝑓𝑓1, определив его из 

условия, что 
𝑥𝑥𝑓𝑓1

�𝐷𝐷𝑉𝑉𝜕𝜕′
= 1. Тогда, с учетом 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑎𝑎 , имеем 

 𝑥𝑥𝑓𝑓1 ≈ �𝐷𝐷𝑉𝑉𝑡𝑡. (154) 
Подчеркнем, что здесь речь идет только о поведении примеси в трещинах. Видно, 

что движение фронта сильно замедляется по сравнению со скоростью флюида, 𝑉𝑉, так что 

этот фронт движется по корневому от времени закону. 

Рассмотрим, как ведет себя концентрация впереди и за фронтом. За фронтом, при 

достаточно большом удалении, 𝑥𝑥 ≪ 𝑥𝑥𝑓𝑓1, при вычислении интеграла в (152) экспоненту 

можно разложить по малому параметру 𝑥𝑥/𝑥𝑥𝑓𝑓1. В итоге концентрация в трещинах 

описывается выражением 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑓𝑓1

𝑐𝑐0 (155) 

Таким образом, видно, что выход из блоков приводит к тому, что в этой области в 

трещинах оказывается достаточно большое количество примеси.  

Впереди фронта, на большом расстоянии, 𝑥𝑥 ≫ 𝑥𝑥𝑓𝑓1 (но 𝑥𝑥 < 𝑉𝑉𝑡𝑡), при вычислении 

(152) можно воспользоваться методом перевала, так что для концентрации получаем 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �1 − 2
√𝜋𝜋

𝑥𝑥𝑓𝑓1
𝑥𝑥
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �− 𝑥𝑥2

4𝑥𝑥𝑓𝑓1
2 ��. (156) 

Рассмотрим выполнение условия (131). В продольном направлении в данном 

временном интервале изменение концентрации на величину порядка самой концентрации 

происходит на масштабе порядка 𝑥𝑥𝑓𝑓1. Отсюда с учетом выражения 𝐷𝐷 ≈ 𝑉𝑉𝑏𝑏 получаем, 

что для выполнения (131) необходимо 𝑥𝑥𝑓𝑓1 ≫ 𝑏𝑏. Это, вообще говоря, является условием 
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применимости всей теории, поскольку рассматриваемые в (130) концентрации есть 

концентрации, усредненные на масштабах больше 𝑏𝑏. Учитывая (154), (153), (148) и (143), 

получаем, что условие (131) выполняется во всем диапазоне 𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏 при значениях 

числа Пекле 𝑃𝑃𝑒𝑒 ≫ 𝛼𝛼2.   

 

 
 

Рис. 8 Концентрация растворенной примеси при  𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

 

II. Интервал  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

В этом случае, с учетом неравенства 𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 1, для 𝜑𝜑𝑏𝑏 и 𝜓𝜓𝑏𝑏 вместо (149) имеем 

 �
𝜑𝜑𝑏𝑏 ≈ −𝛼𝛼𝑝𝑝 �1 − 3

5
𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏� ,

𝜓𝜓𝑏𝑏 ≈ �1 − 3
5
𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏� .

 (157) 

С учетом (157) выражение (147) можно представить в виде  

 𝑐𝑐(𝑡𝑡,𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �∫
exp(𝑝𝑝𝑡𝑡)

𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝑑𝑑 − ∫

exp�𝑝𝑝�𝑡𝑡− 𝑥𝑥
𝑉𝑉1
�+𝛾𝛾1

𝑥𝑥𝑡𝑡𝑏𝑏
𝑉𝑉1
𝑝𝑝2�

𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝑑𝑑

𝑎𝑎+𝑑𝑑∞
𝑎𝑎−𝑑𝑑∞

𝑎𝑎+𝑑𝑑∞
𝑎𝑎−𝑑𝑑∞ �, (158) 

где введены константа 

 𝛾𝛾1 = 3
5

𝛼𝛼
𝛼𝛼+1

, (159) 

  

и перенормированная скорость  
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 𝑉𝑉1 ≈
𝑉𝑉

𝛼𝛼+1
. (160) 

Вводя обозначение 𝑡𝑡′ = 𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑉𝑉1

, перепишем (158) в виде 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �1 − ∫ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑝𝑝𝜕𝜕′+𝐴𝐴𝑝𝑝2)
𝑝𝑝

𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎+𝜋𝜋∞
𝑎𝑎−𝜋𝜋∞ � ,   𝐴𝐴 = 𝛾𝛾1

𝑥𝑥𝜕𝜕𝑏𝑏
𝑉𝑉1

,   𝑅𝑅𝑒𝑒(𝑎𝑎) > 0 (161) 

Данное выражение оценим в двух предельных случаях |𝑡𝑡′| ≪ √𝐴𝐴 и |𝑡𝑡′| ≫ √𝐴𝐴. 

|𝒕𝒕′| ≪ √𝑨𝑨. В этом случае ввиду быстрой сходимости интеграла, обусловленной 

членом 𝐴𝐴𝑝𝑝2 в показателе экспоненты, разложим оставшуюся часть экспоненты с 

точностью до первого члена. Сдвигая контур интегрирования на мнимую ось, и учитывая 

значения интегралов 

 ∫ 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑝𝑝2 𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑝𝑝

= 1
2

 ,         ∫ 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑝𝑝2 𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋

= 1
√4𝜋𝜋𝐴𝐴

 .  𝜋𝜋∞
−𝜋𝜋∞

𝜋𝜋∞
−𝜋𝜋∞  (162) 

получаем 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �
1
2

+ 𝑥𝑥−𝑉𝑉1𝜕𝜕

�4𝜋𝜋𝛾𝛾1𝑉𝑉12𝜕𝜕𝑏𝑏𝜕𝜕
� (163) 

|𝒕𝒕′| ≫ √𝑨𝑨. Переходя к новой переменной 𝜉𝜉 = 𝑝𝑝 + 𝜕𝜕′

4𝐴𝐴
, запишем оставшийся 

интеграл в виде 

 𝐼𝐼 = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �− 𝜕𝜕′2

4𝐴𝐴
� ∫ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝐴𝐴𝜉𝜉2) 𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋𝜋𝜋�𝑑𝑑− 𝑡𝑡′
2𝐴𝐴�

 ,   𝑅𝑅𝑒𝑒(𝑎𝑎′) > 𝜕𝜕′

2𝐴𝐴
𝑎𝑎′+𝜋𝜋∞
𝑎𝑎′−𝜋𝜋∞  (164) 

Рассмотрим случай 𝑡𝑡′ > 0. Сдвигая контур интегрирования на мнимую ось, 

получаем 

𝐼𝐼 = 𝑒𝑒−
𝑡𝑡′
2

4𝐴𝐴 �∫ 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑑𝑑2 𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋𝜋𝜋�𝜉𝜉− 𝑡𝑡′
2𝐴𝐴�

+ 𝑒𝑒
𝑡𝑡′
2

4𝐴𝐴
𝜋𝜋∞
−𝜋𝜋∞ � = 1 − 𝑒𝑒−

𝑡𝑡′
2

4𝐴𝐴 ∫ 𝑒𝑒𝐴𝐴𝜂𝜂2 𝑑𝑑𝜂𝜂

2𝜋𝜋� 𝑡𝑡
′

2𝐴𝐴−𝜋𝜋𝜂𝜂�

𝜋𝜋∞
−𝜋𝜋∞   (165) 

где слагаемое 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑑𝑑2 в фигурной скобке обусловлено полюсом в точке 𝜉𝜉 = 𝜕𝜕′

2𝐴𝐴
, и во втором 

равенстве сделана замена 𝜉𝜉 → 𝜂𝜂 = 𝑑𝑑𝜉𝜉.  

С учетом |𝒕𝒕′| ≫ √𝑨𝑨  при вычислении оставшегося интеграла можно в знаменателе 

пренебречь 𝑑𝑑𝜂𝜂. В итоге для концентрации получаем 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0�
𝛾𝛾1𝑥𝑥𝜕𝜕𝑏𝑏
𝜋𝜋𝑉𝑉1𝜕𝜕′

2 exp �− (𝑉𝑉1𝜕𝜕−𝑥𝑥)2

4𝛾𝛾1𝑉𝑉1𝜕𝜕𝑏𝑏𝑥𝑥
�, (166) 

  

а условие |𝒕𝒕′| ≫ √𝑨𝑨 принимает вид 
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 𝑥𝑥 ≪ 𝑉𝑉1�𝑡𝑡 − �2𝛾𝛾1𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡�, (167) 
Таким образом, показано, что распределение концентрации (158) описывает режим, 

при котором фронт выщелачивания (при котором концентрация 𝑐𝑐�𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑓𝑓2� = 1
2
) движется 

со скоростью 𝑉𝑉1: 

 𝑥𝑥𝑓𝑓2 = 𝑉𝑉1𝑡𝑡. (168) 
Область, в которой концентрация в трещинах экспоненциально мала, определяется 

условием (167). Перед фронтом, при 𝑥𝑥 ≫ 𝑉𝑉1�𝑡𝑡 + �2𝛾𝛾1𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡�, концентрация 

экспоненциально мало отличается от 𝑐𝑐0. Таким образом, существует переходная область 

 𝑉𝑉1�𝑡𝑡 − �2𝛾𝛾1𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡� < 𝑥𝑥 < 𝑉𝑉1�𝑡𝑡 + �2𝛾𝛾1𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡� (169) 

в которой происходит постепенное убывание концентрации примеси в трещинах от 𝑐𝑐0 до 

экспоненциально малых величин. В этом диапазоне поведение концентрации описывается 

следующей приближенной формулой 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �
1
2

+ 𝑉𝑉1𝜕𝜕−𝑥𝑥

�4𝜋𝜋𝛾𝛾1𝑉𝑉12𝜕𝜕𝑏𝑏𝜕𝜕
�. (170) 

 

 
 

Рис. 9 Концентрация растворенной примеси при  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕 
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Из полученных выражений следует, что наиболее быстрое изменение 

концентрации (на величину порядка 𝑐𝑐0) имеет место в области размером порядка 

�4𝜋𝜋𝛾𝛾1𝑉𝑉12𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡. И чтобы условие  (131) выполнялось в интервале 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑏𝑏 достаточно 

выполнения условия 𝑃𝑃𝑒𝑒 ≫ 1. 

Проверим также выполнение второго условия (138), которое подразумевает, что 

концентрация примеси в трещинах слабо меняется на масштабах одного блока.  

Сравнивая размер области, в которой происходит изменение концентрации на фронте, 

1 bV t t , с размером блока b , получаем, что для справедливости условия (138)  

необходимо выполнение неравенства 1 bb V t t<<  , которое можно представить в виде 

2

bt t
Pe
α >>  

 
, что при учете bt t>> , 1Pe >> , и 1α >>  может выполняться автоматически, 

либо приводить к дополнительному условию на время процесса.    

Выше описаны выражения для концентрации растворенной примеси в трещинах. 

Однако основное количество примеси изначально содержится в блоках, поэтому для 

оценки эффективности очистки рассматриваемой области необходимо оценить динамику 

концентрации примеси в блоках. 

Поведение примеси в блоках 

Рассчитаем среднюю концентрацию примеси в блоке. Для этого проинтегрируем 

выражение (140) по объему одного блока, разделим полученное количество примеси на 

объем блока и произведем обратное преобразование Лапласа. В итоге получим выражение 

𝑁𝑁(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 𝑁𝑁0 + 𝛼𝛼
3𝜕𝜕𝑏𝑏

∫ �𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥)− 𝜕𝜕0
𝑝𝑝
� �3�𝑝𝑝𝑡𝑡𝑝𝑝𝑐𝑐𝑡𝑡ℎ�3�𝑝𝑝𝑡𝑡𝑝𝑝� − 1� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑝𝑝

2𝜋𝜋𝑝𝑝𝜋𝜋
 , (171) 

где зависимость от координаты блока содержится в 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥), которая была вычислена 

раньше. 

I. Интервал  𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  

Учитывая, что в этом интервале 𝑝𝑝𝑡𝑡𝑝𝑝 ≫ 1, и, следовательно, справедливы 

соотношения (149), а 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) определяется выражением (150), приходим к следующему 

выражению для  𝑁𝑁(𝑡𝑡, 𝑥𝑥): 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑁𝑁0 �1 − ∫
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�𝑝𝑝�𝜕𝜕−𝑥𝑥𝑉𝑉�−�

𝑝𝑝
𝑡𝑡𝑎𝑎
𝑥𝑥
𝑉𝑉�

�𝑝𝑝3𝜕𝜕𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎+𝜋𝜋∞
𝑎𝑎−𝜋𝜋∞ � ,   𝑅𝑅𝑒𝑒(𝑎𝑎) > 0 (172) 

Интегрирование этого выражения в главном по рядке дает 



54 
 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈

⎩
⎨

⎧𝑁𝑁0 �1 − 2
�𝜋𝜋𝜕𝜕𝑏𝑏

�𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑉𝑉
� ,                                       𝑥𝑥 ≪ �𝐷𝐷𝑉𝑉𝑡𝑡

𝑁𝑁0 �1 − 8
9�

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑏𝑏
�𝑥𝑥𝑓𝑓2
𝑥𝑥
�
3

exp �− 9𝑥𝑥2

4𝑥𝑥𝑓𝑓2
2 �� ,   �𝐷𝐷𝑉𝑉𝑡𝑡 ≪ 𝑥𝑥 ≪ 𝑉𝑉𝑡𝑡

  (173) 

Таким образом, и в этом случае, в силу 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏   за фронтом из пористых блоков 

вымывается лишь незначительная часть примеси. 

 

 
 

Рис. 10 Количество примеси, локализованной в блоках при  𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

 

II. Интервал  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕  
Из (136), с учетом того, что в этом случае справедливы выражения (122), для 

концентрации примеси в блоках получаем 

 𝑁𝑁(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝛼𝛼 ∫𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑝𝑝
2𝜋𝜋𝜋𝜋

 (174) 

то есть поведение примеси в блоках с точностью до множителя 𝛼𝛼 совпадает с поведением 

примеси в трещинах, которое описывается формулой (158). 

Таким образом, можно сделать вывод, что на временах 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑏𝑏  появляется область, 

определяемая условием (167), в которой имеет место практически полная очистка среды 

(как трещин, так и пористых блоков) от примеси – ее концентрация в этой области 

экспоненциально мала. В области (169) происходит постепенное убывание концентрации 
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примеси от исходных до экспоненциально малых значений. Данная область движется с 

постоянной скоростью 𝑉𝑉1, и ее размер растет пропорционально корню из времени.  

 

 
 

Рис. 11 Количество примеси, локализованной в блоках при  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

2.4 Ключевые результаты и заключение 

В данной главе рассмотрены режимы очистки трещиновато-пористой среды путем 

вымывания загрязнений чистой жидкостью. Показано, что имеется характерное время 𝑡𝑡𝑏𝑏, 

характеризующее скорость диффузии примеси на масштабах пористых 

слабопроницаемых областей (блоков), так что на временах меньших 𝑡𝑡𝑏𝑏 возможна лишь 

частичная очистка обрабатываемой области. На временах больших 𝑡𝑡𝑏𝑏 формируется 

область, практически полностью очищенная от загрязнений (концентрация остающейся в 

среде примеси экспоненциально мала). Эта область отделена от загрязненной области 

переходным слоем, в котором концентрация примеси плавно уменьшается от исходных до 

нулевых значений. Размер очищенной области на этих временах растет линейно со 

временем, размер переходной области растет пропорционально корню из времени. 

Скорость роста очищенной области меньше скорости фильтрующейся по трещинам 

чистой жидкости. Их отношение равно корню из отношения значения пористости в 

слабопроницаемых областях к трещиноватости.  
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Глава 3  

Влияние наличия коллоидных частиц, адсорбирующих 

примесь, на динамику загрязнения и очистки сред с 

двупористой структурой  

3.1 Коллоидно-усиленный перенос примеси в двупористых средах 

В последние десятилетия при исследовании миграции примеси в сильно 

неоднородных геологических средах пристальный интерес вызывает  коллоидно-

усиленный перенос примесей. Дело в том, что до начала 90-х годов при расчетах, 

описывающих перенос радиоактивных загрязнений в геологических средах, считалось, 

что  грунтовые воды переносят загрязнения в виде раствора. Если среда может 

адсорбировать загрязнение (именно такая ситуация имеет место для многих 

радионуклидов в геологических средах), то эффективно параметры переноса (средняя 

скорость адвекции, коэффициент диффузии) уменьшаются в 1R−  раз. Здесь 1R >>  - так 

называемый коэффициент задержки, который фактически определяется отношением 

количества адсорбированного в породе загрязнения, к количеству загрязнения в фазе 

раствора (пересчитанные на единицу объема среды). Однако при исследовании 

распространения радионуклидов в подземных водах было обнаружено, что скорость их 

распространения существенно превышает предсказываемую теорией, основанной на этом 

приближении [44-46]. Данный факт было предложено объяснять тем, что перенос 

радионуклидов грунтовыми водами происходит не только в форме раствора, но и в виде 

коллоидных частиц, которые в гораздо меньшей степени взаимодействуют с породами. 

Рассмотрению этих процессов за последние 30 лет было посвящено большое количество 

работ, подробные обзоры которых содержатся в [47-49]. Рассмотрим кратко основные 

положения теории коллоидно-усиленного переноса. 

Под коллоидами обычно понимаются частицы размером  10 нм - 10 мкм. 

Радиоколлоиды (коллоидные частицы, с которыми радионуклиды переносятся 

грунтовыми водами) принято делить на истинные коллоиды и псевдоколлоиды. Истинные 

коллоиды – это коллоидные частицы состоящие преимущественно из радиоактивных 

изотопов и их окси- гидроксидов. Псевдоколлоиды – это коллоидные частицы (кусочки 

глины, металлов, органические коллоиды) которые имеют малые размеры и способны 

адсорбировать радионуклиды. При рассмотрении коллоидно-усиленного переноса 

радионуклидов, имеющих своими источниками глубокие подземные захоронения, 
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выделяют также еще первичные коллоиды, образующиеся из продуктов выщелачивания 

ВАО и ОЯТ при их контакте с подземными водами [47]. Если псевдоколлоиды и 

первичные коллоиды способны адсорбировать растворенную примесь, то возможно 

ускорение переноса примеси, по сравнению со случаем, когда они отсутствуют.  

Одним из важных параметров, определяющих роль радиоколлоидов в переносе 

радионуклидов грунтовыми водами – это доля радионуклидов, адсорбированных на 

коллоидах. Большинство моделей развитых для описания коллоидно-усиленного переноса 

предполагали, что примесь в растворе и адсорбированная на коллоидах находятся в 

равновесии [50-52], Однако, при учете того, что примесь может адсорбироваться как на 

коллоидах, так и на неподвижных породах, это зачастую приводило к сильному 

занижению концентрации адсорбированной примеси на больших расстояниях [51-52]. 

Чтобы избежать этого, в ряде моделей учитывалась кинетика адсорбции, причем 

считалось, что адсорбция происходит быстро, а десорбция – медленно. Например, в 

работе [53] вообще предполагалось, что сорбция необратима (время десорбции равно 

бесконечности). Для обоснования этого использовался тот факт, что в ряде случаев часть 

радионуклидов могут содержаться в твердой фазе в трудноизвлекаемой форме, и 

следовательно не всегда модель обратимой сорбции соответствует действительности. 

Кроме того, возможна ситуация, что в процессе переноса радиоколлоидов, органические 

коллоиды могут взаимодействовать с неорганическими, что может привести к 

формированию на поверхности радиоколлоида органической оболочки, препятствующей 

десорбции [54].   

Другим важным фактором, определяющим возможность ускорения переноса 

радионуклидов коллоидами, является динамика переноса самих коллоидных частиц. Здесь 

основным фактором, определяющим динамику коллоидной подсистемы рассматривались 

процессы взаимодействия коллоидов со стенками каналов пористой среды (их осаждение 

на породах и обратная мобилизация подземными водами), а также взаимодействие 

коллоидных частиц со свободной поверхностью фильтрующейся по каналам жидкости, 

если речь идет о ненасыщенных средах [51-53, 55-57].  

Перечисленные выше модели строились в предположении, что пористая среда, в 

которой рассматривается перенос, однородна. Наряду с этим, имеет место ряд работ, 

которые посвящены влиянию гетерогенности геологической среды на коллоидный 

перенос. Так в работе [58] рассмотрена возможность увеличения скорости коллоидов по 

сравнению со средней скоростью фильтрации грунтовых вод, что, в свою очередь, может 

привести к коллоидно-усиленному переносу. В качестве причины увеличения скорости 

коллоидов рассматривалась неоднородность течения внутри каналов, а также вариация 
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апертуры каналов. В первом случае исследовались процессы смещения коллоидов в 

центральные области каналов, где скорость течения (в силу параболического профиля) 

выше, чем средняя. Во втором случае анализировалась возможность механической 

задержки коллоидных частиц в узких областях каналов. В работе [59] для учета 

гетерогенности среды вводилась «избирательная» сорбция, когда в определенных 

областях растворенная и адсорбированная примесь находились в равновесии, а в 

остальной части при описании обмена примесью использовались кинетические уравнения.  

На наш взгляд эффекты гетерогенности особенно ярко проявляются, когда среда 

миграции обладает свойствами двупористости. В этом случае необходимо учитывать ряд 

факторов, определяющих перенос в ней. Именно, что основным механизмом переноса 

примеси на большие расстояния является адвекция по сетке каналов (трещин). 

Проницаемость пористой матрицы мала, поэтому адвекцией жидкости в матрице можно 

пренебречь. Растворенная примесь может частично диффундировать из области каналов в 

пористую матрицу и временно задерживаться там, в результате чего перенос на большие 

расстояния будет замедляться.  

Если в среде имеются коллоидные частицы, то, как правило, их размеры меньше 

апертуры каналов, по которым фильтруется вода, так что они могут переноситься 

течением по каналам. С другой стороны, их размеры достаточно велики, больше размеров 

пор, образующих пористость в матрице, так что они не могут диффундировать в матрицу, 

и их перенос обусловлен исключительно адвекцией в каналах. Если они способны 

адсорбировать на своей поверхности растворенную примесь, то уход адсорбированной 

части примеси в матрицу будет также подавлен, в результате чего и произойдет ускорение 

переноса. 

Перенос в резко контрастных средах с учетом как двупористости среды, так и 

наличия сорбции на коллоидах ранее был исследован в работах [60] – для регулярно 

неоднородных сред и в [61] – для фрактальных сред. Здесь мы рассмотрим коллоидно-

усиленный перенос в статистически-однородных двупористых средах.  

Речь, как и прежде, пойдет о двупористой (или трещиновато пористой) среде, 

аналогичной рассмотренной в Главах 1 и 2, в соответствии с чем среда представляет собой 

совокупность двух подсистем: системы хорошо проницаемых каналов, соответствующих 

сетке трещин; и совокупности слабопроницаемых пористых блоков, заполняющих все 

остальное пространство (рисунок 12). 

Рассматривается случай, когда среда насыщена влагой, текущей по трещинам с 

постоянной скоростью и неподвижной в пористых блоках. Перенос примеси по матрице 

происходит в результате диффузии. Отметим, что время установления однородной 
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концентрации в блоках матрицы довольно велико. Обозначим среднюю скорость течения 

жидкости по системе трещин за 𝑉𝑉, а коэффициент молекулярной диффузии примеси в 

растворе за 𝑑𝑑. 

В воде в трещинах имеются коллоиды. Считаем, что распределение в пространстве 

коллоидных частиц однородно с концентрацией 𝜂𝜂.  Рассматривается случай больших 

чисел Пекле, 𝑃𝑃𝑒𝑒 = 𝑉𝑉𝑏𝑏/𝑑𝑑 ≫ 1. В этом случае дисперсия примеси и коллоидов в трещинах 

описывается коэффициентом дисперсии 𝐷𝐷 ≈ 𝑉𝑉𝑏𝑏 ≫ 𝑑𝑑. Эффективный коэффициент 

диффузии растворенной примеси в пористых блоках �̃�𝑑 меньше коэффициента 

молекулярной диффузии 𝑑𝑑 в силу извилистости каналов. 

 

 
 

Рис. 12 Схематическое изображение среды и механизмов, определяющих перенос  

3.2 Постановка задачи 

Направим ось ОХ вдоль направления средней скорости 𝑉𝑉. В начальный момент 

примесь полностью локализирована в трещинах. Поместим начало координат в центре 

облака примеси при 𝑡𝑡 = 0. В каналах присутствуют частицы (коллоиды). Их размеры 

достаточно велики, существенно превышают размеры пор в матрице. Поэтому мы 

считаем, что уход коллоидов в матрицу не происходит. Мы полагаем, что коллоиды 
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переносятся с той же средней скоростью, что и течение 𝑉𝑉, а коэффициент дисперсии, 

обусловленный флуктуациями направления скорости течения в системе трещин, есть 𝐷𝐷. 

Можно показать, что практически любая модель коллоидного переноса (включающая 

взаимодействие коллоидных частиц со стенками трещин) может быть описана подобным 

способом. Считаем, что распределение в пространстве коллоидных частиц однородно с 

концентрацией 𝜂𝜂. Также считаем, что они характеризуются средним размером 𝜌𝜌, 𝜌𝜌 ≪

𝜂𝜂−1/3 (учет наличия коллоидных частиц различных размеров проводился в работе [57]) . 

На них, также как и на стенках каналов, возможна адсорбция растворенной примеси.  На 

рисунке 12 схематически изображены процессы, определяющие динамику системы. 

Концентрация примеси в трещинах 𝑛𝑛, усредненная по элементарному объему, 

содержащему достаточно большое число пористых блоков, определяется из уравнения 

 
𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝑥𝑥
− 𝐷𝐷∆𝑛𝑛 = −𝑞𝑞 − 𝑄𝑄 (175) 

где 𝑞𝑞 описывает обмен растворенной примесью с пористыми блоками, а 𝑄𝑄 описывает ее 

уход из раствора на коллоиды. Для адсорбированной на коллоидах примеси справедливо 

 
𝜕𝜕𝑁𝑁
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥
− 𝐷𝐷∆𝑁𝑁 = 𝑄𝑄. (176) 

 Уравнение для переноса примеси, адсорбированной на коллоидах, записанное в 

виде (141), подразумевает, что сами коллоидные частицы переносятся по каналам с 

постоянной скоростью (равной скорости фильтрации жидкости), и не включает процессы 

их осаждения на поверхности и обратной мобилизации их жидкостью. Это справедливо, 

если миграция коллоидов (их перенос грунтовыми водами по системе каналов) носит 

установившийся характер, так что имеется равновесие между коллоидными частицами в 

объеме каналов и осажденными на поверхности каналов. 

3.3 Описание обмена примесью между раствором в трещинах и в 

матрице, и коллоидной подсистемой 

Функция обмена примесью между коллоидами и раствором 𝑸𝑸 

Для оценки скорости обмена примеси между адсорбирующими коллоидами и 

раствором 𝑞𝑞 было использовано газовое приближение. В нашем случае диффузионный 

поток на частицу характерного размера 𝜌𝜌 можно оценить из стационарного решения 

уравнения для микроскопической не усредненной концентрации ℵ с использованием 

граничных условий ℵ �𝑟𝑟 = 𝜂𝜂−
1
3� = 𝑛𝑛 и ℵ(𝑟𝑟 = 𝜌𝜌) = 𝑛𝑛𝑏𝑏  – концентрация растворенной 
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примеси в непосредственной близости от поверхности коллоидной частицы. Получаем 

выражение для плотности потока на единицу поверхности 𝑗𝑗 = 𝐷𝐷(𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑏𝑏)/𝜏𝜏. Умножим 

его на площадь и концентрацию и получим выражение для объемной плотности стока на 

коллоиды 𝑄𝑄 = (𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑏𝑏)/𝜏𝜏, где  

 𝜏𝜏 ≈ (4𝜋𝜋𝐷𝐷𝜌𝜌𝜂𝜂)−1 (177) 
характерное время адсорбции примеси на коллоидах.  

Рассматриваем случай, когда концентрация адсорбированной на коллоидах 

примеси 𝑛𝑛𝑎𝑎𝑑𝑑  много меньше концентрации насыщения 𝑛𝑛𝑎𝑎𝑑𝑑𝑠𝑠𝑎𝑎𝜕𝜕. Поэтому можем 

использовать линейную зависимость концентрации примеси вблизи поверхности 

коллоидных частиц и адсорбированной на коллоидах примеси: 𝑛𝑛𝑏𝑏 = 𝜉𝜉𝑛𝑛𝑎𝑎𝑑𝑑. Здесь 𝜉𝜉 есть 

термодинамический параметр с размерностью обратной длины. Умножая поверхностную 

концентрацию 𝑛𝑛𝑎𝑎𝑑𝑑  на площадь поверхности одной коллоидной частицы и на 

концентрацию коллоидов 𝜂𝜂, получаем выражение для объемной плотности примеси, 

адсорбированной на коллоидах 𝑁𝑁: 𝑁𝑁 ∝ 4𝜋𝜋𝜌𝜌2𝑛𝑛𝑎𝑎𝑑𝑑𝜂𝜂. Используя связь 𝑛𝑛𝑎𝑎𝑑𝑑  с 𝑛𝑛𝑏𝑏, 

окончательно для функции 𝑞𝑞 получаем: 

 𝑄𝑄 = (𝑛𝑛 − 𝜎𝜎𝑁𝑁)/𝜏𝜏, (178) 
где 

 𝜎𝜎 ≈ 𝑑𝑑
4𝜋𝜋𝜌𝜌2𝜂𝜂

  . (179) 

 

Функция обмена примесью между пористыми блоками матрицы и раствором в 

трещинах 𝒒𝒒 

Мы рассматриваем поведение примеси на временах много больше 𝑡𝑡0 = 𝑎𝑎2

4𝑑𝑑
, когда 

распределение частиц в канале практически однородно по толщине трещины. Для 

определения 𝑞𝑞 необходимо найти распределение концентрации примеси внутри блока и, 

на основе этого распределения, вычислить поток примеси на отдельный блок. 

В предыдущей главе была описана динамика обмена примесью между трещинами 

и блоками для модельного случая, когда блоки имели сферическую форму. Для блоков 

произвольной формы данная задача была рассмотрена в Главе 1, где, с учетом того, что в 

Фурье-Лаплас представлении функция обмена примесью между блоками и трещинами 

p ,kq  связана с концентрацией в растворе в трещинах p ,kc  линейным образом с помощью 
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функции памяти ( )pΛ  - см. формулу (55), было показано, что функция памяти имеет 

асимптотики, определяемые (73) и (77):  

 𝛬𝛬(𝑝𝑝) ≈

⎩
⎨

⎧�
𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑎𝑎

,                                  𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏 ≫ 1

𝑝𝑝�𝜕𝜕𝑏𝑏
𝜕𝜕𝑎𝑎

(1 − 𝐵𝐵𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏),         𝑝𝑝𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 1
 (180) 

 

3.4 Расчет выражения для концентрации 

 Для нахождения выражения для концентрации примеси запишем уравнения (175), 

(176) с учетом (178) в представлении Фурье-Лапласа. 

 �
𝑝𝑝𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 −

𝑀𝑀0
𝑎𝑎

+ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑉𝑉𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 + 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 + 𝑞𝑞𝑝𝑝𝑘𝑘 = −𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝
𝜏𝜏

+ 𝜎𝜎 𝑁𝑁𝑝𝑝𝑝𝑝
𝜏𝜏

𝑝𝑝𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑉𝑉𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘 + 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝
𝜏𝜏
− 𝜎𝜎 𝑁𝑁𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜏𝜏
                       

 (181) 

где 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘  выражение для преобразования Фурье-Лапласа. 

В дальнейшем нас будет интересовать поведение концентрации, адсорбированной 

на коллоидах, так как перенос в жидкой фазе замедляется уходом частиц в матрицу, и 

именно коллоиды отвечают за распространение примеси на большие расстояния.  

С учетом связи p ,kq  и p ,kc  из системы уравнений (181) для концентрации примеси 

на коллоидах в переменных 𝑝𝑝 и 𝑘𝑘 нетрудно получить: 

𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑀𝑀0
𝑎𝑎𝜏𝜏
��𝑝𝑝 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑑𝑑 + 𝐷𝐷𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎

𝜏𝜏
� �𝑝𝑝 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑉𝑉 + 𝐷𝐷𝑘𝑘2 + Λ(𝑝𝑝) + 1

𝜏𝜏
� − 𝜎𝜎

𝜏𝜏2
�
−1

 (182) 

 

Откуда выражение для концентрации находится с помощью обратного преобразование 

Фурье-Лапласа: 

 𝑐𝑐̅(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 1
(2𝜋𝜋)2𝜋𝜋 ∬𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑑𝑑𝑘𝑘𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑘𝑘𝑑𝑑𝑝𝑝 (183) 

В общем случае выражение для концентрации в переменных пространственных 

координат и времени не представляется возможным, поэтому далее мы будем описывать 

режимы переноса примеси с помощью моментов функции распределения:  

• Число частиц, адсорбированных на коллоидах 𝑁𝑁(𝑡𝑡);  

• Среднее смещение 𝑟𝑟(𝑡𝑡);  

• Дисперсия 𝜎𝜎(𝑡𝑡), 
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которые, по-прежнему, определяются формулами (4)-(6), или (79)-(82), если пользоваться 

решением в представлении Фурье-Лапласа. 

3.5 Расчет моментов функции распределения 

Число частиц, адсорбированных на коллоидах 

 Учитывая выражение (182), с помощью формулы (79) получаем, что полное 

количество частиц примеси, адсорбированных на коллоидах, определяется интегралом: 

   〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 = ∫ 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑡𝑡

2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑀𝑀0
𝑎𝑎𝜏𝜏
��𝑝𝑝 + 𝜎𝜎

𝜏𝜏
� �𝑝𝑝 + Λ(𝑝𝑝)�+ 𝑝𝑝

𝜏𝜏
�
−1
𝑑𝑑𝑝𝑝. (184) 

 

Среднее смещение частиц примеси 

 Аналогично для среднего смещения частиц примеси, адсорбированных на 

коллоидах, имеем: 

 〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 = 1
〈𝑁𝑁(𝜕𝜕)〉 ∫

𝑀𝑀0𝑒𝑒𝑝𝑝𝑡𝑡𝑉𝑉�2𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)+1𝜏𝜏�𝑑𝑑𝑝𝑝

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑎𝑎𝜏𝜏��𝑝𝑝+𝜎𝜎𝜏𝜏��𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)�+𝑝𝑝𝜏𝜏�
2 (185) 

 

Дисперсия 

Рассматриваем два типа дисперсии: продольную (вдоль координаты 𝑥𝑥) и 

поперечную (в плоскости 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧).  

Для продольной дисперсии имеем 

 〈𝑥𝑥2(𝑡𝑡)〉 =

∫𝑀𝑀0𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕
�𝐷𝐷�2𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)+1𝜏𝜏+

𝜎𝜎
𝜏𝜏�+[𝜋𝜋𝑉𝑉]2���𝑝𝑝+𝜎𝜎𝜏𝜏�[𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)]+𝑝𝑝𝜏𝜏�−(𝜋𝜋𝑉𝑉)2�2𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)+1𝜏𝜏+

𝜎𝜎
𝜏𝜏�
2

𝜋𝜋𝜋𝜋𝑎𝑎𝜏𝜏��𝑝𝑝+𝜎𝜎𝜏𝜏��𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)�+𝑝𝑝𝜏𝜏�
3 𝑑𝑑𝑝𝑝  (186) 

 

Аналогично, для поперечной дисперсии: 

 〈𝑧𝑧2(𝑡𝑡)〉 = ∫𝑀𝑀0𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕
𝐷𝐷�2𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)+1𝜏𝜏+

𝜎𝜎
𝜏𝜏�

𝜋𝜋𝜋𝜋𝑎𝑎𝜏𝜏��𝑝𝑝+𝜎𝜎𝜏𝜏��𝑝𝑝+Λ(𝑝𝑝)�+𝑝𝑝𝜏𝜏�
2 𝑑𝑑𝑝𝑝 (187) 

3.6 Описание режимов переноса 

Описание режимов переноса сводится к вычислению полученных интегралов (184), 

(185), (186) и (187). Перейдем к описанию режимов переноса.              

Как показал анализ уравнений, поведение примеси (режим переноса) меняется с 

течением времени. Например, функция ухода примеси на коллоиды 𝛬𝛬(𝑝𝑝) имеет две 

асимптотики, как следствие возникает некоторое количество интервалов, отличающихся 
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характером переноса. Границы интервалов, помимо введенных выше характерных времен 

𝑡𝑡𝑎𝑎 и 𝑡𝑡𝑏𝑏, определяются следующими характерными временами: 𝑡𝑡1 = 𝜏𝜏
𝜎𝜎

, 𝑡𝑡2 = 𝜏𝜏2

𝜕𝜕𝑎𝑎
 и 𝑡𝑡3 =

𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜎𝜎2

. 

Возникающие режимы переноса и их последовательность определяются 

соотношением между этими временами. Также в зависимости от параметров среды (𝜎𝜎, 𝜏𝜏, 

𝑡𝑡𝑎𝑎, 𝑡𝑡𝑏𝑏) возможно различное взаимное расположение характерных времен. В данной 

работе было рассмотрено три случая:  

�
𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝜏𝜏 ≪ 𝑡𝑡2 ≪ 𝑡𝑡1 ≪ 𝑡𝑡3 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏     (𝐴𝐴)
𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝜏𝜏 ≪ 𝑡𝑡2 ≪ 𝑡𝑡1 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 𝑡𝑡3    (𝐵𝐵)
𝑡𝑡𝑎𝑎 ≪ 𝜏𝜏 ≪ 𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 𝑡𝑡2 ≪ 𝑡𝑡1 ≪ 𝑡𝑡3    (𝐶𝐶)

                                             . 

Дадим подробное описание выводов основных соотношений для случая А. Остальные 

случаи имеют подобные выкладки, и их изложение считаю нецелесообразным. 

 Случай A: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝝉𝝉 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  
Этот случай соответствует следующему соотношению между исходными 

параметрами:  
𝜑𝜑𝑏𝑏
𝜑𝜑𝑓𝑓𝑓𝑓 

𝑑𝑑
𝜌𝜌2𝜂𝜂

≫ 1. При вычислении искомых функций на временах 𝑡𝑡 

характерные значения переменной Лапласа 𝑝𝑝, дающие основной вклад в интегралы, 

определяются из условия 𝑝𝑝𝑡𝑡~1. Поэтому интегралы сильно упрощаются. Число частиц, 

адсорбированных на коллоидах, будет описано подробнее остальных моментов функции 

распределения, по той причине, что именно этот параметр позволяет судить об усилении 

переноса.  

Интервал A1: 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

В этом интервале времени примесь, в основном, находится в растворе, за 

исключением малой части, адсорбированной на коллоидах. Действие ловушек, 

обусловленных матрицей, пренебрежимо мало. Среднее смещение и дисперсия (части 

примеси, находящейся на коллоидах) определяются классическими выражениями: 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈ �
𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕

2𝜋𝜋𝑑𝑑
𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑝𝑝2 ≈

𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜏𝜏 𝑡𝑡 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡 . 

Интервал A2: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

На этих временах скорость осаждения примеси на коллоидах замедляется, что 

обусловлено активным взаимодействием растворенной примеси с ловушками. Теперь 

видно, что время 𝑡𝑡2 характеризует скорость осаждения примеси на коллоидах. Учитывая, 
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что перенос примеси, сосредоточенной на коллоидах, определяется, в основном, 

характером переноса последних, выражения для среднего смещения и дисперсии те же, 

что и в предыдущем случае.  

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈ �
𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕

2𝜋𝜋𝑑𝑑
𝑀𝑀0

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑝𝑝

𝑝𝑝�𝑝𝑝𝑡𝑡2

≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 �
𝑡𝑡
𝑡𝑡2

,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡 . 

Интервал A3: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

Во всем диапазоне практически вся примесь оказывается сосредоточенной на 

коллоидах и переносится вместе с ними. Подобно предыдущим отрезкам времени перенос 

происходит в режиме классической адвекции-диффузии. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈ �
𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕

2𝜋𝜋𝑑𝑑
𝑀𝑀0

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑝𝑝 ≈

𝑀𝑀0

𝑎𝑎 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡 . 

Интервал  A4: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

На этих временах становится существенным механизм перерастворения примеси с 

коллоидов и ее уход в ловушки (диффузия в пористую матрицу). Полное число частиц 

примеси, сосредоточенной на коллоидах, начинает уменьшаться со временем, а среднее 

смещение и продольная дисперсия описываются квазидиффузионной закономерностью с 

эффективным коэффициентом дисперсии 𝐷𝐷𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝑉𝑉2𝑡𝑡3. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈ �
𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕

2𝜋𝜋𝑑𝑑
𝑀𝑀0

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑝𝑝

�𝑝𝑝𝑡𝑡3

≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎
�
𝑡𝑡3
𝑡𝑡 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ �𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ �𝐷𝐷𝑒𝑒𝑓𝑓𝑓𝑓𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 ≈ 2𝐷𝐷�𝑡𝑡3𝑡𝑡 . 

Интервал A5: 𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

 На этих временах матрица насыщается примесью, и устанавливается равновесие 

между примесью в трещинах и матрице. Все дело в том, что доля времени, проводимого 

примесью в трещинах, остается постоянным. В итоге перенос описывается классическими 

закономерностями, но с перенормированными транспортными константами. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈ �
𝑒𝑒𝑝𝑝𝜕𝜕

2𝜋𝜋𝑑𝑑
𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜎𝜎
𝑑𝑑𝑝𝑝

𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡𝑎𝑎

≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜎𝜎 �
𝑡𝑡𝑎𝑎
𝑡𝑡𝑏𝑏

,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉�𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷�𝑡𝑡 , 

где перенормированные транспортные константы равны:  

𝑉𝑉� = 𝑉𝑉�
𝑡𝑡3
𝑡𝑡𝑏𝑏

,      𝐷𝐷� = 𝐷𝐷�
𝑡𝑡3
𝑡𝑡𝑏𝑏

. 



66 
 

 
Рис. 13 Зависимость полного числа частиц примеси от времени для случая A 

 

Случай B: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝝉𝝉 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  

Случай реализуется при выполнении соотношения: 
𝜑𝜑𝑏𝑏
𝜑𝜑𝑓𝑓𝑓𝑓 

𝑑𝑑
𝜌𝜌2𝜂𝜂

≪ 1. 

На временах 𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡3 поведение примеси полностью совпадает с первым случаем, так как 

на этих временах параметры среды не играют большой роли. 

Интервал B1: 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

Взаимодействие с матрицей мало. Почти вся примесь находится в каналах.  

Среднее смещение и дисперсия (части примеси, находящейся на коллоидах) определяются 

классическими выражениями: 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜏𝜏 𝑡𝑡,   
〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡 . 

Случай B2: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

Как и в первом случае, скорость осаждения примеси на коллоидах замедляется в 

силу активного взаимодействия с коллоидами. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 �
𝑡𝑡
𝑡𝑡2

,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡 . 

Интервал B3: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 
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Практически вся примесь осела на коллоидах и перемещается вместе с ними. 

Перенос в классическом режиме. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡. 

Интервал B4: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

В данный период времени равновесие между примесью, растворенной в жидкости, 

и примесью в пористых блоках уже наступило. Примесь переносится вместе с 

коллоидами. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡. 

Интервал B5: 𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

Данный период соответствует началу и последующему развитию процесса 

перерастворения примеси. Но, в отличии от случая А, уход примеси в пористую матрицу 

считается незначительным в силу малой емкости пористых блоков. Поэтому изменения в 

режиме переноса считаются незначительными. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡. 

 
Рис. 14 Зависимость полного числа частиц примеси от времени для случая B 

Случай C: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝝉𝝉 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕  

Параметры среды удовлетворяют неравенству �𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑆𝑆𝑏𝑏
�
2
𝜌𝜌𝜂𝜂 𝜑𝜑𝑓𝑓𝑓𝑓

𝜑𝜑𝑏𝑏

𝐷𝐷
𝑑𝑑
≪ 1  
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Для описания данного случая необходимо ввести еще одно характерное время 𝑡𝑡4 = 𝜏𝜏�𝜕𝜕𝑏𝑏
𝜕𝜕𝑎𝑎

. 

Данное время, также как и время 𝑡𝑡2, характеризует процесс полного осаждения примеси 

на подвижных коллоидах. В силу параметров среды процесс осаждения примеси 

отличается от предыдущих случаев и заслуживает отдельного рассмотрения. 

Интервал C1: 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

На данном этапе различие в параметрах среды не играет определяющей роли, и 

перенос описывается хорошо знакомыми выражениями: 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜏𝜏 𝑡𝑡,   
〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡. 

Интервал C2: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝒕𝒕 

Происходит замедление переноса, наблюдаемое в предыдущих случаях. 

Справедливы классические выражения: 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 �
𝑡𝑡
𝑡𝑡2

,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡 . 

Интервал C3: 𝒕𝒕𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕 ≪ 𝒕𝒕𝟒𝟒 

В данный период продолжается процесс адсорбции растворенной примеси на 

коллоидах, однако равновесие между примесью, растворенной в жидкости, и примесью в 

пористых блоках уже наступило. Поэтому опять возникает линейная зависимость числа 

адсорбированных частиц от времени, но он отличается множителем от режима С1. Как и 

раньше, классические выражения для режима адвекции-диффузии позволяют описать 

данный отрезок времени. 

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎𝜏𝜏 �
𝑡𝑡𝑎𝑎
𝑡𝑡𝑏𝑏
𝑡𝑡,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡. 

Интервал C4: 𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝟒𝟒 

Практически вся примесь находится на коллоидах и переносится вместе с ними. 

Емкость пористой матрицы считается незначительной, поэтому процессы 

перерастворения примеси не имеют большого значения.  

〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 ≈
𝑀𝑀0

𝑎𝑎 ,   〈𝑥𝑥(𝑡𝑡)〉 ≈ 𝑉𝑉𝑡𝑡,    𝜎𝜎𝑧𝑧2 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥2 ≈ 4𝐷𝐷𝑡𝑡. 
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Рис. 15 Зависимость полного числа частиц примеси от времени для случая С 

 

3.7 Коллоидно-усиленное выщелачивание примеси в статистически 

однородных двупористых средах 

Постановка задачи 

Развитая в предыдущем разделе модель коллоидно-усиленного переноса примеси в 

среде с двупористой структурой позволяет сделать качественный вывод, что наличие 

адсорбирующих примесь коллоидов приводит к значительному подавлению процесса 

ухода примеси в пористую матрицу, что и приводит к ускорению переноса. Данный 

эффект может быть использован для повышения эффективности метода выщелачивания 

загрязнений за счет прокачивания флюида в двупористых средах, описанного в Главе 2. 

Как и в Главе 2 рассмотрим динамику выщелачивания загрязнений при фильтрации 

флюида через трещиновато-пористую среду, но теперь учтем, что флюид содержит 

коллоидные включения, способные адсорбировать примесь. 

Среда, как и прежде, представляет собой совокупность двух подсистем: систему 

хорошо проницаемых каналов, соответствующих сетке трещин, и совокупность 

слабопроницаемых пористых блоков, заполняющих все остальное пространство (рисунок 

12). Перенос по каналам обусловлен адвекцией в поле скоростей фильтрующейся 

жидкости и молекулярной диффузией, а в блоках – только молекулярной диффузией. В 
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начальный момент считаем, что и каналы, и матрица пористых блоков указанной области 

равномерно насыщены примесью. Чистая жидкость, содержащая коллоиды, поступает в 

исследуемую область на левой границе, и насыщенная примесью выводится на правой 

границе. 

Поместим начало координат в центре облака примеси при 𝑡𝑡 = 0. В каналах 

присутствуют частицы (коллоиды). Их размеры достаточно велики, существенно 

превышают размеры пор в матрице, так что уход коллоидов в матрицу не происходит. Мы 

полагаем, что коллоиды переносятся с той же средней скоростью, что и течение 𝑉𝑉, а 

коэффициент дисперсии, обусловленный флуктуациями направления скорости течения в 

системе трещин, есть 𝐷𝐷. Считаем, что распределение в пространстве коллоидных частиц 

однородно с концентрацией 𝜂𝜂. Их размеры 𝜌𝜌, 𝜌𝜌 ≪ 𝜂𝜂−1/3. На них возможна адсорбция 

растворенной примеси. 

 

 
Рис. 16 Схематическое изображение среды 

 
Проанализируем влияние коллоидов на процесс выщелачивания примеси в 

двупористой среде. При рассмотрении влияния коллоидных частиц будем проводить 

сравнение с результатами, полученными в Главе 2 для случая без коллоидов. 

Возможны два варианта постановки задачи:  

1) Во флюиде, текущем по каналам, исходно присутствуют коллоиды, и 

адсорбированная на коллоидах примесь находится в равновесии с примесью в 

растворе (а, следовательно, и в блоках). Чистый флюид на входе подается вместе с 
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коллоидами, обладающими теми же характеристиками, что и исходные; 

2) Изначально в жидкой фазе в каналах коллоиды отсутствуют и начинают поступать 

в среду вместе с чистой жидкостью. 

Анализ начнем с первого случая. 

Анализ влияния коллоидных частиц на процесс вымывания загрязнений 

Коллоиды изначально присутствуют в загрязненной среде 

При учете коллоидов для концентрации примеси, по прежнему усредненной по 

объему, содержащему большое число блоков, вместо уравнения (132) 

𝜕𝜕𝑐𝑐
𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝑉𝑉

𝜕𝜕𝑐𝑐
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝑞𝑞 

справедливо уравнение 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝑞𝑞 − 𝑄𝑄, (188) 

где теперь слагаемое в правой части 𝑄𝑄 описывает обмен примеси между раствором и 

коллоидными частицами. Для объемной концентрации примеси, адсорбированной на 

коллоидах 𝑚𝑚 (также усредненной по объему, содержащему большое число блоков), 

справедливо уравнение переноса 

 
𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝑄𝑄. (189) 

Все свойства функции 𝑞𝑞, рассмотренные ранее, остаются прежними. Для 𝑄𝑄 с 

хорошей точностью справедливо выражение (см. (178)): 

 𝑄𝑄 = 𝛽𝛽(𝑐𝑐 − 𝜎𝜎𝑚𝑚), (190) 
где 𝛽𝛽 имеет смысл обратного времени установления равновесия между раствором и 

коллоидами, а 𝜎𝜎 – константа распределения, связывающая равновесные значений 

концентраций в растворе и на коллоидах. Данное приближение справедливо, когда 

поверхностная концентрация примеси, адсорбированной на коллоидах, существенно 

меньше концентрации насыщения. В общем случае константы 𝛽𝛽 и 𝜎𝜎 зависят от 

концентрации, размера коллоидных частиц, сорбционных свойств их поверхности. 

Например, если коллоидные частицы можно охарактеризовать средним размером 𝑅𝑅 и 

концентрацией ℵ, то их можно оценить как (см. формулы (177), (179))  𝛽𝛽 ≈ 4𝜋𝜋𝑑𝑑𝑅𝑅ℵ, 

𝜎𝜎 ≈ 𝑑𝑑
4𝜋𝜋𝑅𝑅2ℵ

, где 𝜉𝜉 – термодинамический параметр, связывающий концентрацию примеси в 

растворе с ее поверхностной концентрацией на коллоидной частице. 

Наиболее сильно влияние коллоидов проявляется в случае «сильной» сорбции [36], 

когда выполняется условие 
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 𝜎𝜎 ≪ 1.  (191) 
Именно этот случай мы и будем рассматривать. Также мы ограничимся случаем 

«быстрой» сорбции, когда время установления равновесия между адсорбированной 

примесью и примесью в растворе 𝜏𝜏 = 𝛽𝛽−1 мало: 

 𝜏𝜏 ≪ 𝑡𝑡𝑎𝑎. (192) 
Как и раньше ищем решение в области 𝑥𝑥 > 0 с начальными условиями, 

определяемыми формулой (99)  

 𝑐𝑐(𝑡𝑡 = 0,0 < 𝑥𝑥 < 𝐿𝐿) = 𝑐𝑐0 (193) 
и  

 𝑚𝑚(𝑡𝑡 = 0, 𝑥𝑥 > 0) = 𝑚𝑚0 = 𝜎𝜎−1𝑐𝑐0, (194) 
и граничными условиями (133): 

𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥 = 0) = 0 

и 

 𝑚𝑚(𝑡𝑡, 𝑥𝑥 = 0) = 0 (195) 
Для решения системы уравнений (188), (189), (190) с начальными условиями (193), 

(194) и граничными условиями (133), (195) перейдем к представлению Лапласа для 

функций 𝑐𝑐 и 𝑚𝑚, а также к новой пространственной переменной 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
𝑉𝑉

. В итоге, с учетом 

выражения (142) для 𝑞𝑞𝑝𝑝 = 𝜑𝜑𝑝𝑝𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) + 𝑛𝑛0𝜓𝜓𝑝𝑝, система уравнений приобретает вид 

 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕

= �𝜑𝜑𝑝𝑝 − 𝛽𝛽 − 𝑝𝑝�𝑐𝑐𝑝𝑝 + 𝛽𝛽𝜎𝜎𝑚𝑚𝑝𝑝 + 𝑐𝑐0 + 𝜓𝜓𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑚𝑚𝑝𝑝

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝛽𝛽𝑐𝑐𝑝𝑝 − (𝛽𝛽𝜎𝜎 + 𝑝𝑝)𝑚𝑚𝑝𝑝 + 𝑚𝑚0                  

 (196) 

Решение системы уравнений (196), ищем в виде суммы общего решения 

однородной системы и частного решения неоднородной системы уравнений: 

 � 𝜕𝜕𝑝𝑝(𝜕𝜕)
𝑚𝑚𝑝𝑝(𝜕𝜕)� = 𝐴𝐴�1��𝑒𝑒𝜆𝜆1𝜕𝜕 + 𝐵𝐵�2��𝑒𝑒𝜆𝜆2𝜕𝜕 + � 𝜕𝜕𝑝𝑝0(𝜕𝜕)

𝑚𝑚𝑝𝑝0(𝜕𝜕)� (197) 

где 𝜆𝜆1,2 - есть корни характеристического уравнения, �1��, �2�� – собственные векторы, 

соответствующие этим корням, а 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 – константы. Учитывая неравенство (192) и явный 

вид асимптотик 𝜑𝜑𝑝𝑝 и 𝜓𝜓𝑝𝑝,  нетрудно получить, что во всем диапазоне 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑎𝑎 справедливо 

𝜑𝜑𝑝𝑝/𝛽𝛽 ≪ 1. С учетом этого получаем приближенные выражения для корней 𝜆𝜆1,2: 

 𝜆𝜆1 ≅ −𝑝𝑝 + 𝜎𝜎
1+𝜎𝜎

𝜑𝜑𝑝𝑝 + 𝜑𝜑𝑝𝑝2

2𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)
 , (198) 

 𝜆𝜆2 ≅ −𝑝𝑝 − 𝛽𝛽(1 + 𝜎𝜎) + 𝜑𝜑𝑝𝑝
1+𝜎𝜎 

, (199) 

и соответствующих им собственных векторов 
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 �1�� = �𝜎𝜎                
1−

𝜑𝜑𝑝𝑝
𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)

� ,         �2�� = � 1                 
−1−

𝜑𝜑𝑝𝑝
𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)

� (200) 

Частное решение неоднородного уравнения имеет вид 

 � 𝜕𝜕𝑝𝑝0(𝜕𝜕)
𝑚𝑚𝑝𝑝0(𝜕𝜕)� = 𝜕𝜕0

𝑝𝑝
� 1
𝜎𝜎−1� (201) 

Подставляя полученные решения в граничные условия, находим с точностью до первого 

порядка по 𝜑𝜑𝑝𝑝/𝛽𝛽 ≪ 1  коэффициенты 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵 

 𝐴𝐴 ≅ − 𝜕𝜕0
𝜎𝜎𝑝𝑝
�1 + 𝜑𝜑𝑝𝑝

𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)2� ,     𝐵𝐵 ≅ 𝜕𝜕0
𝑝𝑝

𝜑𝜑𝑝𝑝
𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)2

 (202) 

В итоге, возвращаясь обратно к переменной 𝑥𝑥, получаем выражение для 

концентрации примеси в растворе 𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥)  

 �
𝑐𝑐𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≈ 𝜕𝜕0

𝑝𝑝
�1 − �1 + 𝜑𝜑𝑝𝑝

𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)2� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝜆𝜆1
𝑥𝑥
𝑉𝑉
� + � 𝜑𝜑𝑝𝑝

𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)2� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝜆𝜆2
𝑥𝑥
𝑉𝑉
�� ,

𝑚𝑚𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≈ 𝜕𝜕0
𝜎𝜎𝑝𝑝
�1 − �1 − 𝜎𝜎𝜑𝜑𝑝𝑝

𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)2� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝜆𝜆1
𝑥𝑥
𝑉𝑉
� − � 𝜑𝜑𝑝𝑝

𝛽𝛽(1+𝜎𝜎)2� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝜆𝜆2
𝑥𝑥
𝑉𝑉
��

 (203) 

Из выражения (199) видно, что члены пропорциональные 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝜆𝜆2
𝑥𝑥
𝑉𝑉
� в (203) убывают в 

пространстве на масштабах порядка ~𝑉𝑉𝜏𝜏, и при описании поведения на больших 

расстояниях ими можно пренебречь. 

Рассмотрим интервал 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑏𝑏, поскольку, как показано ранее, только на этих 

временах появляются области, в которых концентрация примеси (и в каналах, и в блоках) 

экспоненциально мала. Из (203) следует, что в главном порядке по малому параметру 

𝜑𝜑𝑝𝑝/𝛽𝛽 ≪ 1 примесь в растворе и адсорбированная на коллоидах находятся в равновесии: 

 𝑚𝑚 ≈ 𝜎𝜎−1𝑐𝑐. (204) 
Принимая во внимание выражения (157) и (198) для 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) получаем 

 𝑐𝑐(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≈ 𝑐𝑐0 �1 − ∫𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝 �𝑝𝑝 �𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑉𝑉2
� + 𝛾𝛾2𝜕𝜕𝑏𝑏𝑥𝑥

𝑉𝑉2
𝑝𝑝2� 𝑑𝑑𝑝𝑝

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑝𝑝
� , (205) 

где учтено 𝜎𝜎 ≪ 1, и введены следующие величины 

 𝑉𝑉2 = 𝑉𝑉
𝛼𝛼𝜎𝜎+1

  (206) 

 𝛾𝛾2 ≈ �

3
5

𝛼𝛼𝜎𝜎
𝛼𝛼𝜎𝜎+1

,          𝜎𝜎𝑡𝑡𝑏𝑏 < 𝛼𝛼𝜏𝜏,
𝛼𝛼2𝜏𝜏

2(𝛼𝛼𝜎𝜎+1)𝜕𝜕𝑏𝑏
,     𝜎𝜎𝑡𝑡𝑏𝑏 < 𝛼𝛼𝜏𝜏.

  (207) 

Как следует из сравнения формул (158) и (205) различие между ними состоит лишь в 

замене 𝑉𝑉1 на 𝑉𝑉2 и 𝛾𝛾1 на 𝛾𝛾2. 

При вычислении средней концентрации примеси в блоках выражение (136), 

очевидно, не меняется, так как примесь, сосредоточенная в блоках, с примесью, 
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адсорбированной на коллоидах, непосредственно не взаимодействует. Поэтому для 

описания поведения примеси можно воспользоваться предыдущими выводами. 

 Суммируя ранее полученные результаты, из выражений (205) и (206) следует, что 

скорость фронта выщелачивания возрастает в 𝜎𝜎−1 раз, по сравнению со скоростью 

фронта в отсутствие коллоидов.  

Размер переходной области определяется выражением 

 𝑉𝑉2�𝑡𝑡 − �2𝛾𝛾2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡� < 𝑥𝑥 < 𝑉𝑉2�𝑡𝑡 + �2𝛾𝛾2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑡𝑡�  (208) 

где значение 𝛾𝛾2 зависит от параметра 
𝜎𝜎𝜕𝜕𝑏𝑏
𝛼𝛼𝜏𝜏

. Когда 
𝜎𝜎𝜕𝜕𝑏𝑏
𝛼𝛼𝜏𝜏

> 1, размер переходной области 

практически совпадает со случаем, когда коллоиды отсутствуют, поскольку 𝛾𝛾2 ≈ 𝛾𝛾1. При 
𝜎𝜎𝜕𝜕𝑏𝑏
𝛼𝛼𝜏𝜏

< 1 рост размера переходной области определяется, по-прежнему, корневой 

зависимостью от времени, но величина скорости расплывания переходной области 

увеличивается. 

За пределами левой границы переходного диапазона (180) следует область 

практически полного выщелачивания, в которой концентрация примеси, как в каналах, так 

и в блоках, экспоненциально мала. Таким образом, результирующая скорость роста 

очищенной области растет в 𝜎𝜎−1 раз, по сравнению со случаем, когда коллоиды 

отсутствуют.  

 

 
Рис. 17 Концентрация растворенной примеси (с коллоидами и без) при  𝒕𝒕 ≫ 𝒕𝒕𝒕𝒕 
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Оценим величину эффекта. Возможные значения 𝜎𝜎 были проанализированы в 

работе [38], где было показано, что 𝜎𝜎 может меняться в достаточно широких пределах и 

достигать значений ~10−1. Для оценки 𝛼𝛼 учтем, что обычно объемная пористость 

составляет ~10−1, а доля объема, занятая областями с высокой проницаемостью 

(трещиноватость) ~10−3, так что в итоге получаем оценку 𝛼𝛼~102. Поэтому, если в 

случае выщелачивания чистым флюидом скорость роста очищенной области согласно 

(160) будет составлять 𝑉𝑉1~10−2𝑉𝑉, то при наличии коллоидов можно увеличить скорость 

на порядок: 𝑉𝑉2~10−1𝑉𝑉. 

 

Коллоиды изначально отсутствуют в загрязненной среде 

Здесь задача усложняется тем, что по мере поступления коллоидов вместе с чистой 

жидкостью, в каждый момент времени ими заполнена лишь некоторая область, граница 

которой движется в направлении течения со скоростью 𝑉𝑉. Однако, если интересоваться 

временами 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑏𝑏, то можно воспользоваться тем, что область, в которой концентрация 

примеси в каналах и блоках меняется значительно (переходная область вблизи положения 

фронта), движется со скоростью 𝑉𝑉2 ≪ 𝑉𝑉1.   

Учитывая также, что локальное равновесие между примесью в растворе и на 

коллоидах устанавливается очень быстро (см. условие (192)), в качестве начальных 

условий можно считать, что вся область, где происходит процесс выщелачивания, 

заполнена коллоидами, и концентрация адсорбированной на них примеси находится в 

равновесии с концентрацией в растворе.  

Таким образом справедлива постановка, которая была рассмотрена в предыдущем 

случае. 

3.8 Ключевые результаты и заключение 

В данной главе исследован перенос растворенной примеси в трещинах, 

окруженных слабопроницаемой матрицей, при учете адсорбции на подвижных коллоидах. 

Подтвердилась гипотеза о влиянии коллоидов на режим переноса при достаточно 

больших временах. Результаты исследования показали, что в зависимости от свойств 

среды и коллоидов в двух из трех рассмотренных случаев вклад коллоидов оказывается 

определяющим. Проведенный анализ позволил получить необходимые для этого условия.  

Сформулируем данные условия: 
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1) Для первого случая условие получается из соотношения времени установления 

равновесия примеси в блоках и трещинах и времени начала процесса 

перерастворения примеси с коллоидов: 𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 𝑡𝑡3. Подставляя выражения для 

характерных времен, получаем необходимое условие: 𝜎𝜎𝐴𝐴 ≪ 1. Или, с учетом 

выражения для этих времен через параметры среды, это можно записать как 
𝜑𝜑𝑏𝑏
𝜑𝜑𝑓𝑓𝑓𝑓 

𝑑𝑑
𝜌𝜌2𝜂𝜂

≪ 1.  

2) Для второго случая условие получим из подобного соотношения: 𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 𝑡𝑡2. 

Подставив выражения для характерных времен, можно получить: 

�𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑆𝑆𝑏𝑏
�
4 1

(𝑑𝑑𝐴𝐴𝜏𝜏)2
≪ 1. Подстановка выражений для характерных величин дают 

следующее выражение: �𝑉𝑉𝑏𝑏
𝑆𝑆𝑏𝑏
�
2
𝜌𝜌𝜂𝜂 𝜑𝜑𝑓𝑓𝑓𝑓

𝜑𝜑𝑏𝑏

𝐷𝐷
𝑑𝑑
≪ 1. 

В обоих случаях «емкость» коллоидной подсистемы существенно превосходит 

емкость пористой матрицы. В результате адсорбция примеси на коллоидах почти 

полностью подавляет замедление переноса, обусловленное возможным уходом 

растворенной примеси в матрицу, что и приводит к эффективному ускорению переноса. 

Но и в том случае, когда 𝑡𝑡𝑏𝑏 ≪ 𝑡𝑡3, но 𝜎𝜎 = 1, усиление переноса все равно имеет место. 

Именно, на временах 𝑡𝑡 ≫ 𝑡𝑡𝑏𝑏 небольшая часть примеси 〈𝑁𝑁(𝑡𝑡)〉 = 𝑀𝑀0
𝑎𝑎𝜎𝜎 �

𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑏𝑏

 остается 

адсорбированной на коллоидах и переносится с постоянной, хотя и уменьшенной 

скоростью. Из результатов модели видно, какие параметры необходимо знать, чтобы 

оценить усиление переноса. 

Исследован процесс выщелачивания примеси из статистически однородной 

двупористой среды протекающим через среду флюидом. Рассмотрен случай, когда в 

жидкости содержаться коллоидные частицы, способные адсорбировать примесь. 

Показано, что важными параметрами, определяющим динамику процесса, являются два 

характерных времени: 𝑡𝑡𝑎𝑎, время, определяющее, когда выход примеси из блоков в каналы 

становится существенным, и 𝑡𝑡𝑏𝑏, имеющее смысл характерного времени диффузионного 

выхода примеси из пористых блоков. Если длительность процесса отчистки не превышает 

𝑡𝑡𝑏𝑏, то формируется лишь частично очищенная область. Размер этой области растет по 

«диффузионному» закону (пропорционально корню из времени), так что эффективный 

коэффициент диффузии равен коэффициенту квазидиффузии для статистически 

однородных двупористых сред. Внутри области концентрация примеси убывает по мере 
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удаления от передней границы области приблизительно по линейному закону. На 

временах больше 𝑡𝑡𝑏𝑏 размер очищенной от примеси области растет по линейному закону 

со временем. Скорость роста есть произведение скорости потока флюида по каналам на 

корень из отношения 𝑡𝑡𝑎𝑎 к 𝑡𝑡𝑏𝑏. Сама область состоит из двух подобластей: подобласти 

полной очистки, внутри которой содержание примеси практически равно нулю 

(экспоненциально мало) и переходной подобласти, внутри которой концентрация падает 

от первоначальной величины до экспоненциально малых значений. Размер этой области 

растет пропорционально корню из времени. 

Наличие коллоидов приводит к увеличению скорости роста очищенной области. 

Данное увеличение может быть весьма существенным. Структура области остается 

прежней. При этом рост размера переходной области также описывается корневой 

зависимостью от времени, хотя коэффициент, входящий в закономерность роста, может 

измениться. Таким образом, можно утверждать, что наличие коллоидов в прокачиваемом 

флюиде может существенно ускорить процесс выщелачивания. 

Данная модель может быть использована для оценки эффективности и 

оптимизации процесса очистки загрязненных территорий.  
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Глава 4  

Вопросы ограничения, эффективности и оптимизации действия 

Проницаемого Химически Активного Барьера 

4.1 Введение 

В настоящее время использование Проницаемых Химически-Активных барьеров 

(Permeable Reactive Barrier) рассматривается как одно из наиболее экономически 

эффективных средств для предотвращения расширения загрязненных территорий. Под 

PRB понимаются внедрения в геологическую породу, заполненные активным веществом, 

так что при фильтрации под действием естественного градиента напора загрязненных 

грунтовых вод через эти внедрения, в результате взаимодействия загрязнений с веществом 

барьера эти грунтовые воды очищаются [62]. В зависимости от типа загрязнений и 

характеристик активной среды при конструировании PRB могут использоваться 

различные варианты взаимодействия вещества барьера с загрязнениями, именно, 

адсорбция, химические реакции, биологическое воздействие [63]. Более подробную 

информацию можно найти в недавних, достаточно исчерпывающих обзорах [8,9]. В 

данной главе мы будем рассматривать барьеры, в которых очистка грунтовых вод 

происходит в результате адсорбции загрязнений на поверхности пор в веществе барьера, 

через которое фильтруются грунтовые воды. В частности, именно этот тип барьеров 

предлагается использовать для ограничения распространения радиационно-опасных 

примесей, таких как уран [64].  

Как правило, при анализе действия барьера основное внимание уделяется 

процессам взаимодействия (физико-химического, биологического) вещества барьера с 

загрязнениями. А именно, измеряются параметры кривой адсорбции для конкретных 

веществ (например [65]). В серии лабораторных экспериментов по инфильтрации 

загрязненных растворенных веществ через колонки, заполненные адсорбирующими 

материалами, были проведены измерения кривой прорыва [66-68]. Большей частью 

экспериментальные (лабораторные и полевые) исследования и моделирование посвящены 

стадии, когда свойства барьера еще не меняются. Хотя следует отметить, что в литературе 

имеются работы, в которых учитывается изменение со временем свойств барьера 

(изменение его проницаемости) (например, [69]), но данные исследования касаются 

химически активных барьеров, когда иммобилизация примеси происходит в результате 

выпадения коллоидных частиц. На наш взгляд, не меньший интерес для анализа вызывает 
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поведение системы (загрязненные грунтовые воды + барьер) на больших временах, когда 

сорбирующий барьер уже насыщен примесью, а фильтрация грунтовых вод через него 

продолжается. 

Другим важным вопросом является определение характеристик сорбирующего 

барьера с точки зрения наиболее эффективного его использования. Известно, что одним из 

требований при создании барьера является то, что его проницаемость должна быть не 

меньше проницаемости окружающей среды, чтобы избежать обтекания барьера, и собрать 

поток загрязненных грунтовых вод, подлежащих очистке [70]. С другой стороны, для 

максимальной эффективности задержки примеси в барьере необходимо, чтобы удельная 

сорбирующая поверхность (площадь сорбирующей поверхности в единице объема) 

вещества барьера была по возможности максимальна, в противном случае потребуется 

большее количество сорбирующего вещества. Это, в свою очередь, приводит к тому, что 

при данном значении пористости апертура каналов будет минимальна, что приведет к 

уменьшению проницаемости барьера и, как следствие, может привести к нарушению 

картины течения грунтовых вод [71]. Данные факторы, а также наличие 

микроструктурных неоднородностей барьера должны учитываться при определении его 

эффективности. 

Что касается конструкционных решений при установке барьера, то для 

адсорбционных барьеров, как правило, рассматриваются два варианта [72]: 1) однородный 

плоский барьер, устанавливаемый перпендикулярно направлению потока грунтовых вод, 

и 2) барьер в конфигурации funnel-gate (с некоторыми вариациями). В последнем случае 

поток загрязненных грунтовых вод с достаточно большой площади с помощью 

непроницаемых стенок направляется в сравнительно узкую, хорошо проницаемую 

область, через которую данные воды фильтруются. Вещество, заполняющее эту область, 

активно взаимодействует с загрязнением (химически, или сорбирует), тем самым очищая 

поток. Качественные рассуждения показывают, что в первом варианте проницаемость 

барьера должна быть приблизительно равна проницаемости среды в данном месте, чтобы 

не нарушать картину течения [9]. Во втором случае условие на проницаемость должно 

быть более жесткое: проницаемость должна быть существенно больше по сравнению с 

окружающей средой, чтобы дать возможность всему собранному потоку фильтроваться 

через суженную проницаемую часть барьера, и тем самым предотвратить обтекание 

барьера. 

Целью данной главы является определение ограничений и оптимизация свойств 

сорбирующего барьера с учетом перечисленных факторов, а также возможных 

особенностей его микроструктуры, и оценка его эффективности на больших временах. 
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4.2 Модель переноса примеси в среде с барьером 

Рассмотрим водоносный слой с изначально загрязненной областью (область I) 

протяженностью L  вдоль направления течения грунтовых вод. На границе загрязненной 

области вниз по течению установлен однородный плоский барьер толщиной M  (область 

II), отделяющий загрязненную область от очищенной области (III). Высота барьера 

перекрывает высоту водоносного слоя [64], а его ширина, очевидно, должна быть больше 

ширины облака загрязнения (см. рисунок 18). Будем считать, что концентрация 

загрязнения в области I приблизительно постоянна. 

 

 
Рис. 18 Плоский однородный барьер в среде с загрязненной областью 

Проанализируем перенос загрязнений вдоль потока грунтовых вод при следующих 

приближениях. Во-первых, будем рассматривать процесс в одномерной постановке. Для 

этого введем концентрацию, проинтегрированную по поперечным координатам (в 

плоскости, перпендикулярной направлению потока грунтовых вод). Обозначим эти 

проинтегрированные концентрации как c  (концентрация в области I), n  (в области II) и m  

(в области III). Во-вторых, будем пренебрегать расплыванием облака загрязнений 

вследствие молекулярной диффузии и гидродинамической дисперсии, полагая, что 

основной вклад в перенос дает адвекция со средней скоростью. Влияние данного 

диффузионного расплывания облака оценим ниже. И в-третьих, будем рассматривать 

случай, когда очистка фильтрующейся через барьер жидкости определяется 

исключительно сорбцией загрязняющего вещества на поверхности каналов. Данная 
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модель с хорошей точностью применима к процессу взаимодействия загрязнений с 

активными веществами различного типа, которые предлагаются использовать в барьерах, 

такими как красная глина [73,74], активированный углерод [75], цеолиты [64], отходы 

водоочистных станций [65,66] и некоторые другие [8,9]. Кроме того, будем полагать, что 

сорбция загрязнений на стенках каналов пористой среды барьера (или, что то же самое, на 

поверхности частиц, слагающих барьер) происходит очень быстро, так что перенос в 

барьере можно описывать в равновесном приближении. Последнее справедливо 

практически всегда, так как равновесие между загрязнением в виде раствора в каналах, по 

которым просачиваются грунтовые воды,  и поверхностью этих каналов устанавливается 

за малые времена 2b dτ  , где b  - характерный диаметр каналов в среде барьера не 

превышает десятка микрон, а коэффициент диффузии примеси в воде 6 210d cm s−
 , так 

что τ  составляет порядка десятка секунд. 

Тогда система уравнений для концентраций c , n  и m  принимает вид 

 ( )1 0c u c
t x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, (209) 

 ( )2 0nR u n
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
, (210) 

 ( )3 0m u m
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. (211) 

Здесь ось x  направлена вдоль скорости фильтрации, , 1, 2,3uα α =  есть средняя скорость 

течения грунтовых вод в каналах областей I, II и III, соответственно, где для большей 

общности мы предположили, что в областях I и III возможны различные скорости. R  есть 

коэффициент задержки в среде барьера, обусловленный адсорбцией загрязнений на 

поверхности частиц, составляющих материал барьера. 

 В общем случае, если имеет место также сорбция загрязнений в областях I и III, 

соответствующий коэффициент задержки нужно ввести также в уравнения (209) и (211). 

Обычно эти коэффициенты много меньше, чем в барьере, поэтому здесь мы ими 

пренебрегаем.  

Далее для решения системы (209) - (211) необходима постановка начальных и 

граничных условий. 

Будем считать, что в начальный момент времени, 0t = , область вверх по течению 

от барьера, 0 x L< ≤ , однородно заполнена загрязнением с концентрацией 0c  

 00t
c c

=
= , 0 x L< ≤ . (212) 
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Барьер непосредственно примыкает к этой области и при 0t =  загрязнения в 

барьере отсутствуют. Также в начальный момент времени отсутствуют загрязнения в 

области за барьером: 

 0
0

t
n

=
=  при L x L M< ≤ + , (213) 

 0
0

t
m

=
=  при x L M> + . (214) 

Условия на границе состоит в равенстве плотности потоков загрязнений с обеих 

сторон границы: 

 1 2

2 3

,
.

u c u n x L
u n u m x L M

= =
= = +

 (215) 

Система уравнений (209)-(211) с начальными (212)-(214) и граничными (215) 

условиями определяет динамику распространения примеси в среде с барьером. 

4.3 Определение параметров барьера 

Свойства барьера определяются как сорбционными свойствами самого вещества, 

из которого состоит барьер, так и его микроструктурой. Обычно для создания барьера 

используются частицы сорбирующего вещества, характеризующиеся определенным 

размером. Данный размер также определяет характерный диаметр каналов, по которым 

течет жидкость, и, следовательно, проницаемость барьера. С другой стороны, размер 

частиц является важной величиной при определении удельной поверхности, на которой 

происходит адсорбция загрязнений, и, следовательно, коэффициента задержки. Таким 

образом, эти величины, проницаемость и коэффициент задержки, связаны между собой. 

Проанализируем эту связь. 

Проницаемость 

В общем случае характеристики течения в среде определяются ее пористостью ε  и 

проницаемостью Κ  [71]. Последняя величина связывает удельный поток грунтовых вод 

J
d

 (количество жидкости, протекающее через единицу площади среды) и градиент напора 

H  согласно закону Дарси: 

 J H= −Κ∇
d

. (216) 
В силу того, что течение в пористых средах достаточно медленные, напор H  в 

пористых средах связан со средним давлением в каналах P  как ( )P g H zρ= − , где ρ  

есть плотность жидкости, g  - ускорение свободного падения, а z  - координата в 

вертикальном направлении.  
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Согласно модели Кармана-Козени [80,81] проницаемость Κ  определяется средним 

размером слагающих породу частиц sd , пористостью ε  и вязкостью жидкости ν   

 
( )

3
2

2 2321s
gd ε
ντε

Κ =
−

. (217) 

Кроме того, в формулу входит параметр τ , который учитывает геометрический фактор - 

изогнутость каналов, по которым течет жидкость. В исходной работе КК полагалось 

2 5,τ ≈ , но фактически – это подгоночный параметр. 

 С другой стороны, поток J
d

 связан со средней скоростью жидкости в каналах u  

как [71] 

 J uε=
d

d

,  (218) 
 Как указывалось во введении, для эффективной работы барьера необходимо 

исключить обтекание барьера загрязненными грунтовыми водами. Это, в свою очередь, 

требует, чтобы установка барьера на местности не приводила к существенному 

изменению картины течения грунтовых вод. Для однородного плоского барьера это 

означает, что должна сохраняться плотность потока J
d

: J const≈
d

, при неизменном 

распределении напора. 

Отсюда при заданном градиенте напора H const∇ ≈  следует, что должно 

выполняться условие  

 1 2Κ ≈ Κ  (219) 
или с учетом формулы (217) получаем условие на параметры сред I и II: 

 
( ) ( )

2 3 2 3
1 1 2 2

2 2
1 21 1

s sd dε ε
ε ε

≈
− −

,  (220) 

где индексы 1 и 2 относятся к исходной среде и барьеру, соответственно, а вязкость 

жидкости и геометрический фактор считаются постоянными. 

Отметим, что из равенства потока и формулы (218) также следует условие на 

скорость жидкости в каналах сред 1 и 2 

 1 1 2 2u uε ε≈ .  (221) 

Поскольку свойства среды в области III та же, что и в области I, то 3 1ε ε= , и из 

постоянства потока Дарси 3 1J J=  имеем 3 1u u= . 

Коэффициент задержки 

Входящий в уравнение (210) коэффициент задержки R  выражается через 

коэффициент распределения Dk : 
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 1 DR k= + ,  (222) 

где Dk  в нашей модели связывает удельные (на единицу объема среды) концентрации 

примеси в растворе в каналах n  (рассматривается область II)  и адсорбированной на 

поверхности этих каналов adn  (также в единице объема среды): 

 ad Dn k n= .  (223) 
В данной работе будем считать, что процесс адсорбции описывается изотермой 

Генри (линейным участком изотермы Ленгмюра) [76], которая связывает равновесные 

микроскопические объемную концентрацию в растворе n̂   и концентрацию на 

поверхности ˆadn   

 ˆ ˆadn nσ≈ .  (224) 
Приближенное выражение (224) справедливо, когда концентрация адсорбированной на 

поверхности примеси значительно меньше концентрации насыщения. 

Обычно считают, что коэффициент пропорциональности σ  определяется 

произведением двух сомножителей: 

 aσ α= .  (225) 
Множитель a  размерности длины имеет порядок межатомного расстояния (в случае 

полного насыщения адсорбционного слоя поверхностная концентрация атомов в этом 

слое порядка 2a− ). Для безразмерного параметра α справедливо соотношение 

Аррениусовского типа 

 ( )exp Q RTα ≈ ,  (226) 

где Q  есть теплота адсорбции, R - универсальная газовая постоянная, T  - температура. 

Принято различать физическую адсорбцию с Q  порядка 10 40÷  кДж/моль и 

хемосорбцию с 80Q ≥  кДж/моль.  

 Средние удельные концентрации связаны с микроскопическими концентрациями 

как 

 ˆn nε=   (227) 
 ˆ

ad adn n s= ,  (228) 
где s  удельная площадь адсорбирующей поверхности. 

Подставляя (227), (228) в (224) для Dk  получаем выражение  

 Dk sσ
ε

= .  (229) 

 

Далее будем различать два случая. В первом случае будем считать, что частицы, 

слагающие барьер, являются непроницаемыми для загрязнений, так что адсорбция 
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происходит только на поверхности этих частиц. Это соответствует простой пористой 

среде, в которой каналы, образующие пористость, характеризуются приблизительно 

одной апертурой, так что просачивание влаги и адсорбция загрязнений определяется 

одной и той же системой каналов. Во втором случае рассмотрим, так называемую, 

двупористую среду, для которой сами частицы являются пористыми, так что 

просачивание жидкости определяется системой каналов между частицами, в то время как 

адсорбция примеси происходит на поверхностях пор внутри частиц. Площадь этой 

поверхности обычно существенно больше, чем поверхность самих частиц. 

Простая пористая среда 

 В модели Кармана-Козени считается, что площадь каналов, по которым протекает 

жидкость равна площади поверхности частиц, слагающих вещество. Тогда удельная 

площадь поверхности сорбирующей среды s  выражается через диаметр слагающих 

частиц: 

 ( )6 1
s

s
d

ε= − ,  (230) 

так что для Dk  из (229) окончательно получаем 

 6 1
D

s

k
d
σ ε

ε
−

= .  (231) 

Отметим, что в рамках модели Кармана-Козени, диаметр каналов D , по которым 

просачивается жидкость, связан с размером частиц sd , формирующих среду, как 

 
1sD d ε

ε
≈

−
.  (232) 

Откуда следует, что удельную сорбирующую поверхность s  и Dk  можно также 

представить в виде 

 6s
D
ε

≈ ,  (233) 

 6
Dk

D
σ

≈ .  (234) 

 

Среда с двупористой структурой 

 Двупористую среду как описано выше представляют как совокупность двух 

подсистем: сетки хорошо проницаемых каналов и совокупности слабопроницаемых 

пористых блоков, заполняющих пространство между этими каналами (см. рисунок 4). В 

этом случае просачивание жидкости по среде определяется сеткой каналов, и 

определяемой ими проницаемостью, а по порам внутри пористых блоков просачивания 

нет, так как диаметр пор внутри этих блоков очень мал. В то же время сорбция 
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происходит не только на поверхности блоков, но и на поверхности пор внутри блоков, 

куда примесь проникает по механизму диффузии. 

Для описания свойств такой среды вводятся следующие характеристики: sd  - 

характерный размер пористых блоков (соответствует размеру частиц в простой пористой 

среде), ϕ  - их пористость, κ  - коэффициент задержки внутри блоков, который 

аналогично (234) можно представить в виде 

 6σκ
δ

≈ ,  (235) 

где δ  есть характерный диаметр пор в блоках. Каналы характеризуются апертурой 

раскрытия (прежний диаметр каналов) D , а также долей занимаемого ими объема ε . Из 

решения задачи переноса в такой среде [4] следует, что можно ввести характерное время 

 
2

4
s

D
dt
d
κ= ,  (236) 

где d  введенный выше коэффициент диффузии примеси в воде, так что на временах 

Dt t>  можно считать, что примесь в каналах и в блоках находятся в равновесии. В итоге, 

на таких временах задача распространения примеси в барьере может быть описана 

уравнением (210) с новым коэффициентом задержки 1 D DR k k= + ≈ 
 , который вычисляется 

аналогично Dk  из (229), но с новой удельной поверхностью, зависящей теперь от 

параметров пористых блоков 

 6s ϕ
δ

= .  (237) 

В итоге получаем 

 6
Dk σ ϕ

δ ε
≈ .  (238) 

4.4 Распределение концентрации загрязнений при фильтрации 

грунтовых вод в среде с барьером 

Для решения системы (209)-(211) удобно перейти в представление Лапласа 

( ) ( ) ( )
0

, exppc x c x t pt dt
∞

= −∫  (см., например, [82]). Тогда уравнение (181) принимает вид: 

 0

1 1

p
p

c cp c
x u u

∂
= − +

∂
,  (239) 

решение которого есть 

 0

1

expp
cpc A x

u p
 

= − + 
 

,  (240) 
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где A  есть константа интегрирования. Эта константа находится из граничного условия 

при  0x = : 

 0 0
0 0px x

c c
= =
= → = ,  (241) 

откуда решение в представление Лапласа есть  

 0

1

1 expp
c pc x
p u
  

= − −     
.  (242) 

Выполняя обратное преобразование Лапласа, получаем окончательно для 

концентрации в области I: 

 0
1

1 xc c t
u

  
= −Θ −     

,  (243) 

что соответствует тому, что концентрация примеси равна 0c  в области 1u t x L< ≤ , и равна 

нулю при 1x u t≤ . 

 Для решения в области II, удобно переписать уравнение (210) в виде 

 ( )2 0n u n
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 ,  (244) 

где 

 2 2u u R= .  (245) 
С учетом первого граничного условия (215) решение уравнения (244) принимает вид 

 ( )1
0

2 1 2

1 exp expp
u p pn c L x L
u u u

    
= − − − −          

,  (246) 

ткуда окончательно имеем 

 1
0

2 2 1 2

u x L L x Ln c t t
u u u u

    − −
= Θ − −Θ − −    

     

.  (247) 

Формула (247) имеет простой смысл, состоящий в следующем. На временах 1t t< , где 

1 1t L u= , в области 2L x u t< <  , концентрация примеси в растворе равна 1
0

2

u c
u

, а в области 

2u t x M< <  концентрация примеси в растворе равна нулю. На временах 1t t>  

концентрация равна 1
0

2

u c
u

 в области ( )2 1 2L u t t x u t+ − < <  , а слева и справа концентрация 

равна нулю (при условии, что 2 1u t M< ). 

 Аналогично находится концентрация в области III: 

 1
0

3 2 3 1 2 3

u M x L M L M x L Mm c t t
u u u u u u

    − − − −
= Θ − − −Θ − − −    

     

.  (248) 
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На временах меньших 2
2

Mt
u

=


, концентрация в области III равна нулю. Когда 2t t> , 

появляется область ( )3 2L M x L M u t t+ < < + + − , в которой концентрация равна 1
0

3

uc
u

.  

На временах 1 2t t t> +  вся примесь вымывается из барьера в область III, и 

распространяется вместе с фильтрацией грунтовых вод со скоростью 3u . 

Так как область III является идентичной области I, имеем равенства 3 1ϕ ϕ= , 3 1δ δ=  

и, как следствие  3 1u u= . 

Отсюда следует, что есть два характерных времени 

 1
1

Lt
u

= ,  (249) 

и  

 2
2

Mt
u

=


,  (250) 

где  

 2
2

uu
R

= .  (251) 

На временах меньших 1t  часть загрязненных грунтовых вод поступает в барьер, где 

загрязнения частично адсорбируются на поверхности каналов, причем фронт движется со 

скоростью 2u , определяемой формулой (251).  По достижении времени 1t  все загрязнение 

сосредотачивается в барьере, и в приближении равновесной сорбции сгусток загрязнения 

продолжает двигаться со скоростью 2u . На временах 2t t>  передний фронт облака 

примеси выходит за пределы барьера, и загрязнение начинает вымываться из барьера и 

попадать в область III. Причем концентрация оказывается сравнимой с первоначальной 

величиной (если перед барьером и позади него среда обладает одинаковыми свойствами, 

так что 1 3u u= , то при выходе загрязнений за пределы барьера, концентрация загрязнений 

после барьера оказывается такой же, как и перед ним). 

 



89 
 

 
Рис. 19 Распределение концентрации в различные интервалы времени, где C  - 

концентрация примеси { }, ,c n m . 

 

Отсюда следует два вывода.  

1. Первый – это то, что на временах 2t t>  следует либо удалить барьер с 

адсорбированной примесью, либо прекратить в него доступ грунтовых вод, поставив (в 

момент времени 1t t≈ ) впереди барьера (выше по течению) дополнительный 

непроницаемый барьер. Следует отметить, что в ряде случаев после извлечения 

вещества барьера возможна его очистка и повторное использование, как, например, для 

гранулированного активированного углерода [77]. 

2. Второй вывод состоит в том, что для оптимизации расхода вещества барьера его 

толщина должна быть такова, чтобы 2 1t t≈  (учет расплывания сгустка загрязнений за 

счет продольной дисперсии будет оценен ниже). В этом случае вся загрязняющая 

грунтовые воды примесь сосредоточится в барьере, и после проведения мероприятий 

пункта 1 загрязнения не будут попадать в окружающую среду. 

Таким образом, наиболее эффективно вещество барьера будет использоваться при 

соблюдении условия 2 1t t≈ , что с учетом формул (249), (250) и (251) приводит к условию  

 2

1

1

opt

uM
L u R

  ≈ 
 

.  (252) 

Поскольку нас интересует случай, когда сорбционные свойства вещества барьера 

существенны ( 1R >> ), то можно полагать 

 DR k≈ .  (253) 
Данное выражение с учетом (221) и (231) можно представить как 

 1

1 21 6
s

opt

dM
L

ε
ε σ

  ≈  − 
.  (254) 
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Из (224) видно, что для уменьшения расхода материала барьера ( M L ) при заданных его 

сорбционных свойствах (α ) необходимо уменьшать отношение 
21

sd
ε−

. Однако, как 

следует из условия (220), входящие в это соотношение параметры не являются 

независимыми и на соотношение (254) существует ограничение.  

 Для оценки 
1opt

M
L

 
 
 

естественно полагать, что исходными параметрами задачи 

являются проницаемость 1Κ  и пористость 1ε  исходной (загрязненной) геологической 

среды (область I). Из учета того, что 1 2Κ ≈ Κ , и формулы (217) следует, что 

 
( )

3
2 22

12
2

32
1sd

g
ε ν τ
ε

≈ Κ
−

.  (255) 

 .  (225) 

 В итоге, для оптимального размера барьера из соотношения (254) с учетом (255) 

имеем оценку 

 1 1

1 2 2

22
3opt

M
L g

ε ντ
ε σ ε

Κ  ≈ 
 

,  (256) 

Причем, по крайней мере, должно выполняться очевидное дополнительное условие 

 2 1ε < .  (257) 
Численные оценки на основе формулы (256) будут проведены далее.  

Для случая, если среда барьера обладает двупористой структурой, 

воспользовавшись соотношением (252) с заменой R  на R , приближением (253) и 

выражением (238), получаем для оптимальной толщины барьера выражение 

 1

2 6opt

M
L

δ ε
σ ϕ

  ≈ 
 

.  (258) 

где ϕ  и δ  уже никак не связаны с параметрами области I. 

4.5 Практические выводы 

 Проанализируем, к каким практическим выводам приводят полученные оценки. 

Основной характеристикой материала барьера, определяющей его способность 

сорбировать загрязняющую примесь, является параметр σ , в общем случае, 

определяемый формулами (225) и (226). Входящая в (226) теплота активации Q , в свою 

очередь, определяется механизмом, приводящим к осаждению загрязняющего вещества на 

поверхности. Как было указано в разделе 4.4, для физической адсорбции характерные 
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значения Q  составляют 10 40÷  кДж/моль, для хемосорбции 80Q ≥  кДж/моль. Если для 

оценки взять 40Q ≈ кДж/моль, то при 300T K≈ , с учетом 8,3R ≈ Дж/мольК, получаем 

согласно (226) 710α ≈  и при характерных межатомных расстояниях 83 10a −≈ ⋅ см это 

приводит к значению параметра 0,3σ ≈ см. Характерные значения проницаемости 

водоносного слоя могут лежать в широком диапазоне 4
1 1 10−Κ ≈ ÷ см/сек. Учитывая 

значениями входящих констант 310g ≈ см/сек2, 210ν −≈ см2/сек для случая барьера с 

наполнением простой пористой средой из (256) получаем  

 2 4

min 1

2 10 2 10M
L

− −  ≈ ⋅ ÷ ⋅ 
 

.  (259) 

причем из (255) следует, что характерная апертура каналов в барьере должна быть  

 
2

2 42 1
2

2 2

1 32 6 10 6 10
g

ε τ νδ
ε ε

− −− Κ
≈ ≈ ⋅ ÷ ⋅ см,  (260) 

соответственно.  

Для барьера с двупористым наполнением основными параметрами, 

определяющими эффективность барьера, являются пористость ϕ  и диаметр пор δ  

внутри отдельных гранул, причем на эти величины нет ограничений по свойствам 

окружающей среды.  Выбирая 610δ −≈ см, 0,3ϕ ≈  для того же значения 0,3σ ≈ см из (258) 

получаем 

 7

min 2

2 10M
L

−  ≈ ⋅ 
 

,  (261) 

что выглядит существенно более предпочтительно по сравнению с (259).  

При этом адсорбировавший загрязнения барьер должен быть изолирован 

(извлечен) через время 2t , которое зависит от масштабов области согласно (250). 

В работе [66] в качестве кандидата для использования в PRB для очистки 

грунтовых вод от ионов свинца исследовалась грязь от водоочистных станций. 

Исследование проводилось в два этапа. На первом этапе измерялись сорбционные 

свойства материала, приготовленного из грязи. На втором этапе фиксировались кривые 

прорыва, описывающие зависимость концентрации свинца от времени при прокачке воды 

с растворенными ионами свинца через слой пористой среды, содержащей смесь песка с 

указанным материалом (в пропорции 15:1). В качестве результата первого этапа было 

получено, что сорбционные свойства материала хорошо описываются изотермой 

Ленгмюра 
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 max

1
l

l
l

q bCq
bC

=
+

,  (262) 

где lq  - есть количество мг свинца, адсорбированного на один грамм грязи, которое 

находится в равновесии со свинцом в растворе lC  (количество мг свинца в литре 

раствора). В частности, были получены значения входящих в (262) величин: max 20q ≈ мг/г, 

0 6,b ≈ л/мг. На основе данных величин для параметров описанной выше модели были 

получены следующие значения: 25σ ≈ см, 92 5 10,a −≈ ⋅ см, 1010α ≈  ( 57 5,Q ≈  кДж/моль). 

Отличие значения a  от характерных значений межатомных расстояний на поверхности 

твердого тела может быть связано с «изрезанностью» поверхности слагающих частиц (см., 

напр., [78]).  Отсюда, с учетом указанных в работе [66] размеров гранул грязи и доли грязи 

в смеси, было получено значение 32 4 10,Dk ≈ ⋅ . С другой стороны, значение этой 

величины на основе кривых прорыва работы [66] есть 30 6 10,Dk ≈ ⋅ . Наблюдаемое 

расхождение в 4 раза связано, по-видимому, с неопределенностью некоторых параметров 

работы [66], а также с тем, что используемая в нашей модели линейная часть изотермы 

Ленгмюра не вполне применима для исследованных в эксперименте [66] концентраций 

(20 мг/л), поскольку из значения 0 6b ≈ , л/мг следует, что отклонение от линейного закона 

в изотерме сорбции будут наблюдаться уже при 2lC ≈ мг/л. 

Отметим, что для полученных параметров адсорбции и для предлагаемого в [66] 

характерном значении проницаемости геологической среды 1 1Κ ≈ см/сек для 

оптимальной толщины барьера получается 4

min 1

5 10M
L

−  ≈ ⋅ 
 

. 

Как следует из литературных данных, один из наиболее многообещающих 

кандидатов для использования в качестве материала для PRB, активированный уголь, 

характеризуется высокой удельной поверхностью порядка 1000 м2/г [75], что с точностью 

до числа порядка двойки равно удельной площади активной поверхности в кубическом 

сантиметре вещества ( 710  см-1). Учитывая, что согласно (237) последняя величина 

может быть оценена как 6s ϕ δ≈ , где ϕ  пористость, а δ  характерный размер пор, и при 

максимальной пористости 1ϕ   получаем 76 10δ −⋅ см, что существенно меньше 

величины, определяемой формулой (260), и, естественно, не может обеспечить 

необходимую проницаемость барьера. В этом случае более приемлемым вариантом может 

оказаться использование двупористой структуры вещества барьера. 
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 Оценим, роль дисперсионного расплывания облака локализации загрязнений на 

картину распространения примеси. При принятых начальных условиях (212)-(214) 

расплывание, например, заднего фронта облака локализации примеси на момент времени 

1t , когда вся примесь переходит в барьер, составит 

 1
1 1

DL DX Dt L
u u L

∆ = = .  (263) 

Дисперсия D  в общем случае определяется молекулярной диффузией и 

гидродинамической дисперсией [19, 79]. Если основной вклад дает молекулярная 

диффузия, то учитывая 6 210d cm s−
 , значение скорости 3

1 10u cm s−≈  (где для оценки 

бралось 210 cm s−Κ ≈ , 210H −∇ ≈ , 0,1ϕ ≈ ), для 510L cm≈ , получаем 4

1

10X d
L u L

−∆
≈ . 

Данная величина сравнима с 
min 1

M
L

 
 
 

 из (259), но существенно превышает 
min 2

M
L

 
 
 

из 

(261), так что в последнем случае требуется более точный расчет. Это же касается случая, 

когда главный вклад в дисперсию определяется гидродинамической дисперсией, так что 

1D bu≈ , где b  масштаб неоднородности среды. В этом случае для 10b cm≈ , и для тех же 

масштабов L  имеем 210X b
L L

−∆
≈ . 

4.6 Ключевые результаты и заключение 

В данной главе проанализированы факторы, определяющие эффективность 

барьера, установленного в геологическую среду, для очистки грунтовых вод в процессе 

естественной фильтрации грунтовых вод через барьер, действие которого основано на 

сорбции растворенного в воде загрязнения на поверхности частиц, составляющих барьер. 

Для случая однородного плоского барьера показано, что требование к величине 

проницаемости барьера, необходимое, чтобы исключить его обтекание загрязненными 

грунтовыми водами, приводит к ограничению удельной сорбционной поверхности 

вещества барьера и, следовательно, к ограничению на минимальную толщину барьера. 

Получены выражения, которые позволяют при заданных свойствах изначально 

загрязненной геологической среды и сорбционных свойствах вещества барьера подобрать 

оптимальные параметры барьера. При этом показано, что при использовании в барьере 

вещества с двупористой структурой, эффективность барьера может быть значительно 

повышена. 
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Обращается внимание, что на больших временах необходимо учитывать эффект 

перерастворения загрязнений в фильтрующиеся грунтовые воды и принимать 

соответствующие меры для исключения данного процесса. Возможные варианты – это 

возведение дополнительного непроницаемого барьера выше по течению, либо извлечение 

вещества барьера с адсорбированными в нем загрязнениями. Последнее может 

представлять особенный интерес, так как в ряде случаев возможна последующая глубокая 

очистка вещества барьера и его повторное использование. Приведена оценка времени, 

когда наступает необходимость учета данного процесса. 
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Заключение 

Сформулируем основные результаты, полученные в диссертации. 

1. Описаны режимы переноса примеси в статистически однородных двупористых 

средах для случая, когда источник примеси отделен от среды переноса случайно 

неоднородным барьером с очень низкой проницаемостью. Показано, что на 

временах меньших, чем диффузионное время преодоления примесью барьера, 

перенос в окружающей среде существенно подавлен, и описывается режимами 

аналогичными безбарьерному случаю, но с введением эффективного времени. При 

этом длительность реализации каждого из режимов существенно увеличивается. На 

временах, больших характерного диффузионного времени преодоления барьера, 

роль барьера сводится к модификации поведения примеси на асимптотически 

далеких расстояниях. 

2. Построена модель очистки территории методом выщелачивания загрязнения за счет 

прокачки флюида через загрязненную область для случая, когда обрабатываемая 

среда имеет двупористую структуру. Показано, что на малых временах имеет место 

только частичная очистка среды. Начиная с некоторого времени очищаемую 

область можно разбить на две подобласти, одна из которых является полностью 

очищенной (с экспоненциальной степенью), а вторая – переходная, в которой 

происходит постепенное уменьшение степени загрязнения от первоначального 

уровня до очищенного состояния. Размер первой области растет линейно со 

временем, тогда как второй – по корневому от времени закону. 

3. Продемонстрировано, что добавление в прокачиваемый флюид коллоидных частиц 

способных адсорбировать загрязнения приводит к значительному повышению 

эффективности процесса очистки: скорость роста очищенной области возрастает, а 

толщина переходной области уменьшается по сравнению со случаем отсутствия 

сорбирующих коллоидов. 

4. При использовании Проницаемых Химически-Активных барьеров показано, что 

требование необходимого уровня проницаемости барьера приводит к ограничению 

его сорбционной емкости, и, как следствие, уменьшению эффективности его 

применения. Этого, однако, можно избежать, если в качестве материала барьера 

использовать вещество с двупористой структурой. Также при использовании 
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барьера необходимо учитывать, что на временах больше некоторого характерного 

времени необходимо прекратить контакт барьера грунтовыми водами, чтобы не 

допустить повторного загрязнения окружающей среды. 
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