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Введение 

Актуальность 

Неклассическими (аномальными) называются процессы переноса, в которых 

показатель степени в зависимости от времени размера области локализации примеси 

(дисперсии)  

( )R t tγ         

отличается от значения 1/ 2γ = , свойственного классической диффузии. В случае, 

когда 1/ 2γ > , мы имеем дело с супердиффузией, а при 1/ 2γ <  – с субдиффузией. 

Аномальные процессы транспорта встречаются в самых разных областях 

естествознания, таких как физика плазмы [1,2], физика полупроводников [3,4], 

астрофизика [5], биофизика [6,7], гидрогеология [8,9], и многих других [10].  Особое 

место в этом ряду занимают геологические среды. В последние десятилетия накоплен 

обширный массив данных полевых наблюдений, свидетельствующих о том, что во 

многих случаях транспорт примесей, растворенных в грунтовых водах геологических 

сред, не описывается классическими закономерностями, базирующимися на законах 

Дарси и Фика, и расхождение может достигать нескольких порядков [11]. Практическая 

важность задач о процессах транспорта в этих средах в значительной мере обусловлена 

тем, что именно они в настоящее время рассматриваются как место окончательного 

захоронения долгоживущих радиоактивных отходов (РАО). Ожидается, что в 

среднесрочной перспективе (на сотни и, возможно, тысячи лет) надежность 

захоронений будет обеспечена созданием инженерных защитных сооружений. 

Состояние же их в долгосрочной перспективе зависит от эффективности естественных 

геологических барьеров, которая определяется характеристиками процессов переноса 

радионуклидов в геологических средах. 

Несмотря на то, что аномальные транспортные процессы исследуются 

достаточно давно (первые работы, по-видимому, относятся к 30-м годам прошлого века 

[17]), и вплоть до настоящего времени идет на эту тему поток публикаций, здесь 

остается множество нерешенных вопросов. Частично это связано с тем, что 

подавляющая часть работ базируется на формально математических подходах, таких 

как модель “continuous time random walks” (CTRW) [14], либо модель дробной 

диффузии [23]. Первая рассматривает миграцию отдельных частиц, так что частица с 
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определенной вероятностью может совершать прыжки различной длины и 

длительности. Во второй - описание ведется на основе уравнения с дробными 

производными для концентрации. Обе модели подтверждают возможность реализации 

аномальной дисперсии ( )R t tγ  с 1/ 2γ ≠ . При этом, в модели дробной диффузии 

концентрация на асимптотически далеких расстояниях от источника  примеси (

( )r R t>> ) убывает по степенному закону. Такой результат является следствием 

формально математической природы модели, не имеет под собой физической основы и 

является спорным. Отметим, что поведение концентрации на далеких расстояниях 

имеет исключительную важность для обоснования надежности захоронений РАО. 

В настоящей  работе построена теория неклассических процессов переноса в 

сильно неоднородных средах, базируясь на физических моделях. Основным объектом 

приложения считались геологические среды. Полагая масштаб неоднородностей среды 

большим в сравнении с межатомными расстояниями, в качестве физических 

механизмов транспорта примеси рассматривались диффузия и адвекция. Перечислим 

далее основные факторы, учтенные в нашей работе, предопределившие ее новизну и 

отличие от других исследований.  

Адвекция примеси обусловлена просачиванием влаги по пустотам породы 

(естественным каналам, образованным порами или трещинам). Как показывают 

наблюдения [43], сложная структура трещин часто проявляет фрактальные свойства и 

подпадает под категорию перколяционных сред [13]. Вследствие фрактальной 

геометрии, корреляции скорости адвекции оказываются дальнодействующими, что 

создает предпосылки для возникновения супердиффузионного режима переноса 

примеси. 

Другим фактором, приводящим к неклассическим режимам переноса, является 

резкий контраст в распределении характеристик геологической среды. При переносе по 

системе трещин, пронизывающих слабопроницаемую матрицу,  последняя может для 

примеси играть роль ловушек, действие которых замедляет процесс переноса и 

способно привести к режиму субдиффузии. 

Еще одним фактором,  формирующим режимы переноса, является присутствие 

коллоидных частиц, которые могут адсорбировать примесь. Действие коллоидов, 

свободно перемещаемых грунтовыми водами по трещинам,  противоположно матрице 

и приводит к усилению тенденции к установлению супердиффузионного режима. 
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При формировании режимов переноса радионуклидов в геологических средах 

может оказаться важным влияние на состояние среды остаточного тепловыделения за 

счет радиоактивных распадов. Этот процесс вблизи подземных хранилищ РАО может 

существенно повлиять на течение грунтовых вод и, соответственно, на перенос 

примеси. 

Важным элементом нашей работы является значительное внимание к анализу 

поведения концентрации примеси на асимптотически далеких расстояниях, 

актуальность которого была отмечена выше. 

Отметим, что модели переноса примеси в сильно неоднородных средах, 

разрабатываемые в настоящей работе, в равной степени могут быть использованы и для 

описания процессов переноса тепла. Это вытекает из того, что в обоих случаях 

управляющие уравнения имеют универсальную форму законов сохранения, которые 

диктуют однотипные условия на резких границах между различными участками среды. 

Все сказанное выше позволяет считать тему диссертации актуальной и важной 

для практики. 

Цель работы. Теоретическое исследование неклассических процессов переноса 

в сильно неоднородных средах с резким контрастом в пространственном 

распределении характеристик, а также в средах с фрактальной структурой. Задачами 

работы являются: 

1. Анализ общей структуры распределения концентрации и выяснение связи 

между режимами переноса, определяемыми поведением концентрации в основной 

области локализации примеси, с характером убывания концентрации на 

асимптотически больших расстояниях. 

2. Построение модели случайной адвекции для сред с фрактальными свойствами 

с учетом конечного радиуса корреляции, анизотропии и нестационарного характера 

распределения скорости адвекции. 

3. Исследование роли двупористой структуры сред с фрактальными свойствами 

в теории переноса в перколяционных средах. 

4. Построение модели переноса в резко контрастных статистически однородных 

средах. 
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5. Исследование влияния сорбции на поверхности каналов и подвижных 

коллоидных частицах на перенос примеси в двупористых резко контрастных средах.  

6. Исследование закономерностей переноса примеси в условиях естественной 

тепловой конвекции в слое насыщенной пористой среды, подогреваемой снизу. 

Научная новизна работы. Автором впервые 

1. Установлено, что для всех типов аномального переноса в сильно 

неоднородных средах убывание концентрации на асимптотически далеких расстояниях 

имеет экспоненциальный вид. 

2. Впервые показано, что смена режимов переноса во времени, приводит к 

многоступенчатой структуре концентрации на асимптотически далеких расстояниях, и 

установлена закономерность, что более далекая по пространству ступень асимптотики 

определяется более ранним по времени режимом переноса. 

3. Впервые описан режим переноса на больших временах во фрактальных средах 

с конечным радиусом корреляции. 

 4. Установлено, что динамические флуктуации скорости не влияют на выводы 

модели случайной адвекции примеси в поле скоростей с дальнодействующими 

корреляциями. 

 5. Впервые описаны режимы переноса в модели случайной адвекции для 

анизотропных фрактальных сред. 

 6. Построено фрактальное обобщение модели переноса в двупористых средах. 

 7. Разработана новая модель, описывающая неклассические режимы переноса в 

резко контрастных статистически однородных средах. 

 8. Впервые описаны режимы коллоидно-усиленного переноса примеси в резко 

контрастных средах различного типа. 

 9. Развита модель переноса примеси в периодических течениях, обусловленных 

естественной тепловой конвекцией в пористых средах. 

Научная и практическая значимость. 

Развитые модели носят общефизический характер и могут быть использованы 

для решения широкого круга задач о переносе примеси и тепла в сильно неоднородных 

средах. 
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Разработанные модели дают возможность проведения улучшенных оценок 

переноса радионуклидов и других загрязнений в геологических средах, и могут 

служить основой для создания численных кодов, предназначенных для обоснования 

надежности подземных захоронений РАО и моделирования процессов очистки 

окружающей среды. 

Основные результаты, выносимые на защиту. 

1. Концентрация примеси на асимптотически далеких расстояниях 

экспоненциально убывает с расстоянием для всех типов аномального переноса в сильно 

неоднородных средах. Если в основной области локализации примеси со временем 

происходит смена режимов переноса, асимптотика концентрации становится 

многоступенчатой, так что более далекие по пространству ступени определяются более 

ранними по времени режимами переноса. 

2. Для фрактальных сред с конечной длиной корреляции на больших временах 

(когда размер области локализации превосходит корреляционную длину) режим 

супердиффузии сменяется режимом классической диффузии. Эффективный 

коэффициент диффузии имеет порядок произведения средней скорости адвекции на 

длину корреляции. 

3. В модели случайной адвекции в средах с фрактальными свойствами 

динамические флуктуации поля скоростей не меняют характер переноса. 

4. В слабо анизотропных фрактальных средах с медленно убывающим 

коррелятором скорости режим супердиффузии реализуется как в продольном (вдоль 

оси анизотропии), так и в поперечном направлении. При сильной анизотропии характер 

переноса в продольном направлении остается тем же, а в поперечном направлении 

перенос происходит в режиме классической диффузии. Вдоль оси анизотропии имеет 

место аномальный дрейф, так что среднее смещение частиц растет по 

супердиффузионному закону. 

5. В перколяционных средах с конечным радиусом корреляции, перенос примеси 

описывается последовательностью четырех режимов. Первый – супердиффузионный, 

обусловлен адвекцией примеси по остову перколяционного кластера. Далее, вследствие 

действия ловушек (мертвых концов перколяционного кластера и окружающей 

пористой среды), перенос замедляется, и может реализоваться как супер-, так и 

субдиффузия. В следующем интервале, когда размер облака примеси превосходит 

корреляционную длину, но ловушки еще не насыщены, вдоль средней скорости 
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возможны как супер-, так и субдиффузия, а в поперечном направлении - субдиффузия. 

На самых поздних временах перенос описывается классической адвекцией-диффузией. 

6. Для статистически однородных двупористых сред существует интервал 

времени, в котором режим переноса является аномальным – квазидиффузионным либо 

субдиффузионным. При определенных значениях параметров перенос на поздних 

временах не описывается общепринятой равновесной моделью. 

 7. Сорбция на коллоидах в резко контрастных средах приводит к значительному 

ускорению переноса. При сильной сорбции в течение большого интервала времени 

практически вся примесь оказывается адсорбированной на коллоидах и переносится 

вместе с ними. На поздних временах перенос описывается одним из режимов - 

адвекции-диффузии, субдиффузии или квазидиффузии. 

 8. Перенос примеси вдоль цепочки роллов в условиях развитой конвекции 

Рэлея-Бенара происходит сначала в режиме субдиффузии, а затем – классической 

диффузии с эффективным коэффициентом, пропорциональным корню из числа Пекле. 

Если течение в роллах флуктуирует (при больших числах Рэлея), эффективный 

коэффициент диффузии растет пропорционально амплитуде флуктуаций скорости.  

Личный вклад. Автором лично  

1. Установлено, что экспоненциальный характер убывания профиля концентрации 

на асимптотически далеких расстояниях имеет место для всех типов аномального 

переноса в сильно неоднородных средах.  

2. Показано, что смена режимов переноса во времени приводит к формированию 

многоступенчатой структуры профиля концентрации в асимптотически далекой 

области и установлена закономерность, что более далекие ступени асимптотики 

определяются более ранним режимом переноса. 

3. Получен новый логарифмический режим переноса в обобщенной модели Дыхне 

для случая, когда сильно проницаемая область имеет вид прямого цилиндра. 

4. Установлены режимы переноса во фрактальных средах с конечным радиусом 

корреляции и показано, что на больших временах режимом переноса является 

классическая адвекция-диффузия, причем эффективные параметры процесса 

определяются значением корреляционного радиуса среды. 

5. Построено обобщение модели переноса на случай анизотропных фрактальных 

сред, получены скейлинги для размера облака примеси и описано поведение 

концентрации на асимптотически далеких расстояниях.  
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6. Предложено фрактальное обобщение модели переноса в двупористых средах. 

7. Разработана модель, описывающая неклассический перенос в резко контрастных 

статистически однородных средах. 

8. Построена теория коллоидно-усиленного переноса примеси в регулярно 

неоднородных и статистически однородных резко контрастных средах. 

9. Установлены характеристики переноса примеси в периодических течениях, 

обусловленных естественной тепловой конвекцией в пористых средах. 

 Апробация работы. Основные результаты работы были представлены на 

международной конференции IAHR (Стамбул, Турция, 2009),   международной 

конференции “WM Symposia 2011” (Феникс, Аризона, США, 2011), международной 

конференции «Научные чтения памяти Александра Михайловича Дыхне» (г. Москва г. 

Троицк, 2013), Международной конференции по статистической физике  SigmaPhi 

(Родос, Греция, 2014). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 31 печатная работа, 18 из них в 

ведущих реферируемых иностранных и отечественных журналах из списка, 

рекомендованного ВАК Минобрнауки России, а также 2 монографии. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, семи глав, 

заключения, списка использованных источников, содержит 22 иллюстрации. Общий 

объем диссертации составляет 220 страницы. 

Краткий обзор существующих подходов. Рассмотрим вкратце существующие 

подходы при моделировании переноса в неоднородных средах, приводящие к 

аномальным режимам переноса. Наиболее популярной моделью, пожалуй, является 

модель случайных блужданий в непрерывном времени (CTRW - model), в основе 

которой лежит усредненное описание миграции частиц на основе функции 

распределения вероятности отдельных прыжков в зависимости от их длины и 

длительности. В рамках данной модели неклассические режимы возникают при 

степенном и достаточно широком распределении вероятности длин и длительностей 

прыжков. При этом считается, что изначально параметры описывающие среду 

(вероятность прыжков) распределены однородно по пространству. Вид функции 

распределения определяется конкретным физическим механизмом, определяющим 

перенос отдельных частиц. Данная модель была предложена в  [14] и в дальнейшем 

многократно использовалась для решения задач об аномальном переносе (см., 
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например, обзор [15] и указанную там литературу). Отметим недавнюю работу [16] в 

которой данный подход был применен для описания миграции загрязнений в 

трещиноватых скалах. 

Фактически на основе тех же принципов (через введение распределений 

вероятности прыжков) строятся модели «дробной диффузии» [17-24]. Если в CTRW-

моделях распределение концентрации непосредственно записывается в виде функции 

от распределения вероятностей, то здесь для описания эволюции концентрации 

строятся уравнения типа законов сохранения, но содержащие производные (временные 

и пространственные) дробных порядков. При такой постановке с учетом 

соответствующих граничных условий можно рассматривать задачи переноса в области, 

состоящей из нескольких подобластей с разными свойствами, а также учитывать 

присутствие внешних полей. Следует подчеркнуть, что как в CTRW-моделях, так и в 

моделях уравнений с дробными производными в случае, если перенос примеси в 

основном облаке описывается аномальным режимом, концентрация на асимптотически 

больших расстояниях убывает по степенному закону. Применение данных подходов 

для анализа конкретных физических явлений можно найти в [10] (см., также, [25-29]). 

В последнее время для описания неклассического переноса активно развивается 

подход (предложенный в [30]), в котором предполагается, что динамика системы 

(вероятность и характеристики скачков) может зависеть от значений концентрации 

примеси. В этом случае в качестве управляющего уравнения рассматривается 

нелинейное уравнение Фокера-Планка, решение которого также может привести к 

аномальным режимам переноса. В более общем случае модели этого типа учитывают 

нелинейное взаимодействие между частицами примеси, включая возможность их 

аннигиляции [31]. Применение данного подхода может быть обосновано, если 

концентрация мигрирующих частиц достаточно велика. 

В ряде работ (см., например, [32]) развивается подход, в котором учитывается 

наличие корреляций в реализации последовательных скачков мигрирующих частиц 

(или, в более общем случае, корреляций в движении частицы [33, 34]). То есть 

возможность неклассичности переноса является результатом не-Марковской динамики.  

Заметим, что описание переноса на основе элементарных скачков мигрирующих 

частиц в неоднородных средах является, в общем-то, абстрактным математическим 

приемом. При этом подразумевается, что длина элементарного скачка существенно 
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превосходит характерные размеры неоднородности среды (характеристики скачков 

содержат в себе информацию о свойствах неоднородностей среды). В случае же, когда 

размеры неоднородностей существенно превосходят масштабы отдельных скачков, 

представляется более естественным в качестве основы моделирования рассматривать 

конкретные физические механизмы, такие как адвекция и диффузия, и реальную 

геометрию среды. 

Такой подход, например, был реализован в работе [1], где была рассмотрена 

слоистая среда, в которой примесь вдоль каждого слоя переносилась с постоянной 

скоростью, причем направление скорости от слоя к слою менялось случайным образом, 

а перенос между слоями происходил в результате диффузии. В итоге усредненный 

перенос вдоль слоев на временах, когда облако примеси занимало большое количество 

слоев, оказывался супердиффузионного типа. 

В работе [35] рассматривался перенос примеси в регулярно-неоднородной 

двупористой среде, состоящей из двух областей с сильно различающимися 

коэффициентами переноса. Одна область имела вид плоскопараллельного слоя (или 

цилиндра), так что механизмом переноса примеси в ней была диффузия с 

коэффициентом диффузии D . Вторая область с коэффициентом диффузии d  занимала 

всю оставшуюся часть пространства. Рассматривался случай D d>> .   В данной 

постановке (авторы назвали ее моделью Дыхне) режим переноса вдоль хорошо 

проницаемой области оказывался зависящим от времени. При сильном различии 

коэффициентов диффузии, существовал достаточно большой интервал времени, в 

котором режим переноса описывался субдиффузией, а на малых и больших временах 

вне этого интервала режимом переноса была классическая диффузия, но с разными 

эффективными коэффициентами на больших и малых временах. Анализ поведения 

примеси в хвостах не проводился. Другим примером, в котором геометрия среды 

приводила к аномальным режимам, являлся перенос по гребешковым структурам [36, 

37]. 

Для статистически однородных сред классическая модель двупористой среды 

была предложена в [38] и состоит в следующем. Среда миграции описывается как 

совокупность двух взаимопроникающих подсистем. В каждой подсистеме 

распределение примеси характеризуется локальной концентрацией, усредненной на 

масштабах больших характерных размеров неоднородностей (например, больше 

расстояния между трещинами). Перенос примеси по подсистемам описывается 
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классическими уравнениями адвекции-диффузии, каждому из которых приписывается 

свои средняя скорость адвекции и коэффициент дисперсии. На основе данной модели в 

последнее время активно развиваются численные коды [39, 40]. Следует отметить, что 

в рамках модели [38] скорость обмена примесью между подсистемами определяется 

разностью средних концентраций в данной области пространства. Отсюда следует, что 

для обоснованности модели необходимо, чтобы флуктуации концентрации на 

масштабах неоднородностей (например, на масштабах одного блока пористой матрицы, 

окруженного трещинами) были малы. Ниже в главе 5 будет показано, что для 

практически интересных случаев это условие может нарушаться. 

Для описания переноса примеси обусловленного адвекцией в средах с 

фрактальными свойствами была предложена модель [41, 42], в которой полагалось, что 

флуктуирующее поле скоростей адвекции обладает дальнодействующими 

корреляциями (корреляторы флуктуаций скорости медленно, степенным образом 

убывают с расстоянием). В данной работе был рассмотрен только случай изотропной 

среды, со стационарным во времени полем распределения скоростей. Существенно, 

также, что здесь предполагалось, что флуктуации скорости малы. В итоге, при 

достаточно медленном убывании коррелятора перенос описывался 

супердиффузионным режимом. Следует отметить, что поведение примеси на 

асимптотически больших расстояниях в данной модели не рассматривалось. 

Для моделирования переноса в средах с сорбцией, как правило, используется 

подход, когда для каждой фракции (например, растворенной и адсорбированной 

примеси) записываются законы сохранения массы, а обмен между фракциями 

описывается разностью локальных средних концентраций. В литературе 

рассматриваются среды с одним типом пористости. Для простых пористых сред 

равновесие между фракциями устанавливается быстро (по сравнению с характерными 

временами процессов переноса), что в итоге позволяет воспользоваться моделью 

равновесной сорбции. В этом случае концентрации растворенной и адсорбированной 

компонент однозначно связаны коэффициентом распределения, и система уравнений 

сводится к уравнению для одной компоненты (концентрации в растворе), которое 

сохраняет свой вид адвекции-диффузии, с перенормированными скоростью адвекции и 

коэффициентом дисперсии. Аналогично строятся модели для переноса с учетом 

сорбции на подвижных коллоидных частицах. В шестой главе диссертации будет 

показано, что для сред с двумя типами пористости такой подход является слишком 
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упрощенным, так как он не учитывает, что отклонения от равновесия в различных 

подсистемах могут сохраняться в течение долгого времени, что, в свою очередь, 

приводит к возникновению неклассических режимов переноса. 

Таким образом, проведенный краткий обзор по проблеме неклассического 

переноса показывает, что данная тематика активно развивается. Однако ряд вопросов, 

таких как структура хвостов концентрации при различных неклассических режимах, 

влияние анизотропии, нестационарности поля скоростей, структуры перколяционного 

кластера и конечности корреляционного радиуса на перенос в перколяционных средах, 

роль резкого контраста свойств сред в формировании режимов переноса, остаются 

неисследованными. 

В дальнейшем материал изложен в следующем порядке.  

В главе 1 в рамках модели Дыхне проанализированы основные свойства 

переноса в регулярно-неоднородных контрастных средах. Описаны такие особенности 

переноса как смена режимов переноса во времени и многоступенчатость распределения 

концентрации на асимптотически больших расстояниях. Во второй главе развита 

модель изотропной случайной адвекции во фрактальной среде. Рассмотрено влияние 

конечной длины корреляции, а также зависящих от времени флуктуаций скорости. 

Третья глава посвящена анализу анизотропной среды. Рассмотрены случаи сильной и 

слабой анизотропии. Описано поведение в основном облаке и хвостах профиля 

концентрации. Проанализирован перенос при возникающем в такой системе 

аномальном дрейфе. В четвертой главе описывается перенос в перколяционных средах 

с конечной длиной корреляции. Пятая глава посвящена описанию модели и анализу 

режимов переноса в статистически однородных средах с двумя типами пористости. В 

главе 6 рассматриваются коллоидно-усиленный перенос в двупористых средах. В 

седьмой главе описан перенос примеси в периодических течениях, устойчивых и 

флуктуирующих во времени, обусловленных развитием тепловой конвекции в слое, 

нагреваемом снизу. В Заключении обобщены основные результаты работы. 
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ГЛАВА 1 

РЕЖИМЫ ПЕРЕНОСА ПРИМЕСИ И АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ 

КОНЦЕНТРАЦИИ НА БОЛЬШИХ РАССТОЯНИЯХ В РЕГУЛЯРНО 

НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 

 

 Особенности неклассического переноса примеси в неоднородных, сильно 

контрастных средах проявляются уже в простых системах, в которых пространство 

миграции состоит из двух областей: область 1, заполненная средой с высокой 

проницаемостью, ограниченная в одном либо двух измерениях, и область 2 

заполненная низко проницаемой средой, занимающей оставшуюся часть пространства. 

Перенос внутри каждой из сред определяется классическими механизмами: диффузией, 

либо адвекцией (если в среде имеет место течение жидкости, которая переносит 

растворенную примесь). Ниже в данной главе мы сначала (раздел 1.1) рассмотрим 

задачу, в которой физическим механизмом переноса в обеих областях является 

диффузия, причем коэффициент диффузии в первой области значительно превосходит 

коэффициент во второй. Эта модель была впервые описана в работе Дыхне и др. [35] 

применительно к задачам распространения примеси в трещиноватых скалах, поэтому 

ниже мы будем называть ее простой моделью Дыхне. В указанной работе [35] были 

определены режимы миграции частиц, оценены зависимости размера облака частиц от 

времени для каждого режима, и продемонстрирована смена режимов со временем. В 

настоящей работе будет проведено детальное исследование пространственно-

временных характеристик концентрации примеси, причем особое внимание уделено 

анализу структуры асимптотик концентрации на больших расстояниях. Далее, в 

разделе 1.2, будет рассмотрен случай, когда перенос в сильно проницаемой среде 

определяется также и адвекцией с постоянной скоростью, в то время как в области 2  - 

только диффузией. Данную модель мы называем обобщенной моделью Дыхне. 

 

 1.1  Простая модель Дыхне 

Постановка проблемы 

Мы рассматриваем миграцию примеси в среде, состоящей из двух областей, 1 и 

2, обладающих сильно различными транспортными свойствами. Мы рассмотрим две 

геометрические конфигурации области 1, характеризующимися числом измерений l , в 

которых эта область ограничена: 

1. 1l =  описывает плоскопараллельный слой толщины a  (Рис.1.1 а)), 
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2. 2l =  соответствует прямому цилиндру, (не обязательно круглого сечения) с 

площадью сечения 2S a (Рис.1.1 б)).  

 

 

а) 

 

 

 

 

 

 

 

б) 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.1  Схематическое изображение области миграции: а) плоскопараллельный слой; 

б) прямой цилиндр. 

 

В области 1 концентрация частиц примесей удовлетворяет классическому 

уравнению диффузии 

 n D n
t

∂
= ∆

∂
 (1.1) 

Ниже мы будем называть ( ),n r t  концентрацией активных частиц примеси. 

Уравнение для концентрации частиц в области 2, ( ),c r t , получается из (1.1) 

путем замен n c→ , D d→ : 

 c d c
t
∂

= ∆
∂

 (1.2) 

 Мы рассматриваем случай сильно контрастной среды, так что: 

 D d>> . (1.3) 

a 

a 

I 

II 
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I 

II 

D 

d 

D 
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Как обычно, граничные условия заключаются в непрерывности концентрации и 

нормальной компоненты плотности потока частиц. 

Будем считать, что в начальный момент времени, 0t = , частицы сосредоточены 

в области 1, занимая объем размером ( )0R a< . 

Здесь и в дальнейшем, если особо не оговорено, ( )R t  означает размер области, 

содержащий основное количество частиц примеси. Этот размер фактически совпадает с 

корнем из дисперсии частиц 2σ  вдоль выделенного направления: 2R σ= . 

Начальное распределение частиц примеси обозначим ( ) ( )0n r . Рассмотрим 

поведение концентрации ( ),n r t  на временах 0t t  ( 2
0 4t a D= ), когда распределение 

частиц в области 1 однородно по координатам l , вдоль которых она ограничена. 

Проинтегрировав уравнение (1.1) по l  координатам внутри области I и 

выполнив преобразование Фурье по остальным координатам и преобразование Лапласа 

по времени, приходим к алгебраическому уравнению 

 ( )
( )0

,2
,

p k k
p k

l l

q n
p Dk n

S S
+ + =





 , (1.4) 

где 

 ( ) ( )3
,

0

exp ,l
p kn dt d r pt ikr n r t

∞
−= − −∫ ∫



  , (1.5) 

 ,p kq   есть Фурье-Лаплас образ плотности потока частиц через границу, отнесенной к 

единице ее площади для 1l =  и к единице длины для 2l = ; r  и k


 суть ( )3 l−  мерные 

радиус-вектор и волновой вектор, соответственно, причем r  лежит в плоскости слоя 

для 1l =  и направлен вдоль оси цилиндра при 2l =  ; ( )0
kn  есть Фурье образ начального 

распределения концентрации, проинтегрированного по l  координатам; 1S a= , 2S S= . 

При выводе (1.4) полагалось, что начало координат находится внутри объема 

первоначальной локализации примеси. 

Поскольку рассматриваемая задача линейна, связь между величинами ,p kq   и ,p kn   

должна быть также линейна: 

 ( ), ,,lp k p kq S M p k n= 



. (1.6) 

17 
 



Подставляя (1.6) в (1.4), разрешая получающееся соотношение относительно ,p kn   и 

выполняя обратные преобразования Фурье и Лапласа, приходим к общему выражению 

для концентрации активных частиц: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0n r ,t dr G r r ,t n r ,
+∞

−∞

′ ′ ′= −∫
      (1.7) 

где ( ) ( )0n r - начальное распределение, усредненное по lS , и ( ),G r t - функция Грина: 

 ( )
( ) ( ) ( )

3

3 2

1
exp ,  Re 0

2 ,2
,

b i l

l
b i

dp d k
ikr pt b

i Dk p M p k
G r t

π π

+ ∞ −

−
− ∞

+ >
+ +

= ∫ ∫








 , (1.8) 

В дальнейшем мы будем рассматривать перенос примеси на временах, когда 

текущий размер облака примеси существенно превышает его значение в момент 

времени 0t = . Поэтому согласно (1.7) для концентрации активных частиц справедливо 

следующее выражение: 

 ( ) ( )0

l

Nn r ,t G r ,t
S

≅
  . (1.9) 

где 0N  есть полное число частиц примеси, и вся информация о режимах переноса 

содержится в ( ),G r t , которую мы и будем исследовать. 

Также для описания режимов переноса мы будем использовать следующие 

характеристики ( ),G r t :  

доля активных частиц 

 ( ) ( )3 ,lN t d r G r t−= ∫
 

 , (1.10) 

среднее смещение частиц r  

 
( ) ( )31 lr d r G r ,t r

N t

+∞
−

−∞

= ∫
   



, (1.11) 

и среднеквадратичная дисперсия ( )tσ : 

 ( )( ) ( ) ( )( )22 31 lt d r G r ,t r r ,
N tα α ασ

+∞
−

−∞

= −∫
 



 (1.12) 

 Данные величины, как легко показать выражаются через нулевые гармоники 

Фурье-Лаплас образа функции Грина: 

 ( ) , 0 exp( )
2 p
dpN t G pt

iπ == ∫

k k  (1.13) 
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( )

,

0

exp( )
2

pGi dpr pt
N t iα

α π
=

∂
=

∂∫

k

k
k

 (1.14) 

 
( )

2
,2

2

0

1 exp( )
2

p kG dppt
N t iα

α π
=

∂
= −

∂∫




k

r
k

 (1.15) 

 ( )( )2 22t r rα α ασ = −   (1.16) 

Заметим, что для сред с такой геометрией зависимость M  от p  и k


 имеет 

специфический вид. Действительно, уравнение (1.2) в представлении Фурье-Лапласа 

представимо как 

 ( ) ( )2 0pkp dk c r⊥ ⊥+ + ∆ =

 , (1.17) 

где под ⊥∆  подразумевается сумма вторых производных по координатам r⊥
 , 

перпендикулярным поверхности, разделяющей области 1 и 2. Отсюда следует, что 

определенная соотношением (1.6) функция ( ),M p k


 зависит от своих аргументов 

следующим образом:  

 ( ) ( )2,M p k M p dk= +


. (1.18) 

Исходя из этого, для анализа распределения концентрации в области, 

содержащей основное количество примеси (основном облаке примеси), удобно в 

выражении (1.8) удобно сделать замену переменной интегрирования:  

 2p p p dk′→ = + . (1.19) 

Тогда функция Грина в представлении Фурье-Лапласа приобретает вид (ниже 

мы опускаем штрих над p ): 

 ( )2exp ,pk pk dkG G t−′=   (1.20) 

где  

 ( )( ) 12
pkG Dk p M p

−
′ = + + . (1.21) 

Здесь учтено D d D− ≈ . 

 Используя свойства свертки, находим: 

 ( )
( )

( )
2

(3 )
3
2

1, , exp
44

l
l

rG r t d r G r r t
dtdtπ

+∞
−

−
−∞

 ′
′ ′ ′= − − 

 
∫



    , (1.22) 
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где функция ( ),G r t′   дается обратным преобразованием Фурье-Лапласа функции pkG′  , 

определенной в (1.21). Сама функция ( ),G r t′   зависит от размерности области 1, l , и 

будет вычислена в каждом случае отдельно. 

 Замечание 1. Из (1.22) видно, что если характерный масштаб изменения 

функции ( ),G r t′   много больше 4dt , то 
( )

2

3
2

1 exp
44

l
r
dtdtπ

−

 
− 
 

 можно рассматривать 

как δ -функцию, так что ( ) ( ), ,G r t G r t′≅
  . В обратном случае 

( ) ( )
( )

2

3
2

1, exp
44

l
rG r t N t
dtdtπ

−

 
≅ − 

 



 , что как нетрудно видеть соответствует 

классической трехмерной диффузии в медленной среде. 

Следует отметить, что такая вспомогательная задача имеет вполне конкретную 

физическую реализацию. При определенных условиях, она соответствует задаче 

переноса примеси в гребешковых структурах, в которых слабо проницаемая среда 

представляется системой зубцов, вытянутых в направлении перпендикулярном 

направлению переноса примеси в сильно проницаемой среде. Подробнее об этом 

можно посмотреть в [37]. 

 

 При анализе поведения функции Грина на асимптотически больших расстояниях 

мы будем исходить из представления (1.8) с учетом (1.18): 

 ( )
( ) ( ) ( )

3

3 2 2

1
exp ,  Re 0

2 2
, 2

b i l

l
b i

dp d k
ikr pt b

i Dk p M p dk
G r t

π π

+ ∞ −

−
− ∞

+ >
+ + +

= ∫ ∫





 , (1.23) 

В этом случае переходя по k


 к сферическим координатам, после интегрирования по 

угловым переменным, интеграл по dk  определяется особой точкой ( )0k p  в верхней 

полуплоскости комплексной переменной k k=


, наиболее близко расположенной к 

вещественной оси Re k . Тогда (1.8) принимает вид 

 ( ) ( ) ( )( )0exp ,  Re 0
2

,
b i

b i

dp
k pt b

i
G r t F p p r

π

+ ∞

− ∞

− + >= ∫
 , (1.24) 

где предэкспоненциальный множитель определяется ( )0k p . Учитывая, что нас 

интересуют большие значения r , интеграл берется методом перевала. Сама точка 0k  
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определяется видом ( )2M p dk+ , который будет рассчитан для каждого случая 

отдельно. 

 

Случай плоско-параллельного слоя 1l = . 

 В этом случае двумерный вектор в плоскости слоя ( )r x, y=
 , а координату вдоль 

нормали к плоской границе обозначим за z . Решение уравнения (1.1) с учетом 

граничных условий приводит к следующему выражению для концентрации частиц в 

среде 2 при 0t t : 

 
2

, , exp
2p k p k

a p dkc n z
d

 +  = − −  
   

  ,     
2
az ≥ . (1.25) 

Из соотношения 

,
,

2

2 p k
p k

az

dc
q d

dy
=+

= −


  

и равенства (1.25) следует выражение для плотности потока частиц через границу (1-2). 

Сравнивая результат с выражением (1.6), получаем 

 ( )
2

1

, p dkM p k
t
+

=


, (1.26) 

где 

 
2

1 4
at
d

=  (1.27) 

есть характерное время диффузии частиц в среду 2 на расстояние a . 

Подстановка (1.26) в (1.8) и (1.13) дает 

 ( )
( )

( )2

2 2
2

1

1
2 2

b i

b i

exp ikr ptdp d kG r,t
a i p dkp Dk

t
π π

+ ∞

− ∞

+
=

+
+ +

∫ ∫




 , (1.28) 

 ( ) ( )

1

exp
2

b i

b i

ptdpN t
i pp

t
π

+ ∞

− ∞

=
+

∫ . (1.29) 

 Рассмотрим поведение основного облака примеси. Переходя с помощью замены 

(1.19) к функции G′ , и интегрируя (1.28) по волновому вектору, приходим к 

выражению 
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 ( ) 1
0

/1,
2 2

b i
pt

b i

p p tdpG r t e K r
aD i Dπ π

+ ∞

− ∞

 + ′ ≅
 
 

∫


 (1.30) 

Здесь ( )0K z  есть функция Макдональда, r r=
 . 

 Для дальнейшего анализа мы воспользуемся довольно очевидным 

утверждением, что интервалы интегрирования по переменной p  в уравнениях (1.29) и 

(1.30) есть 

 p  1t−       в  (1.29)  и  (1.28)    при r ( )R t , (1.31) 

 1p t−>>           в  (1.28)     при ( )r R t>> . (1.32) 

В интервале времени 0 1t t t<< <<  (значения переменной Лапласа 1
1p t−>> ) 

членом 1/p t  в аргументе (1.30) можно пренебречь. Тогда после выполнения 

интегрирования в (1.30), с учетом формулы (1.22) и Замечания 1, приходим к 

выражению 

 ( )
2

0, exp
4 4

N rG r t
aDt Dtπ

 
≅ − 

 

 ,     0 1t t t<< << . (1.33) 

Для описания поведения концентрации на асимптотически больших расстояниях 

рассмотрим выражение (1.28). При 4r Dt  перевальная точка имеет вид 
2

24
rp
Dt∗ ≈ , 

что приводит к тому же выражению (1.33), как и следовало ожидать. Таким образом, 

(1.33) справедливо во всем диапазоне значений x . Зависимость (1.33) соответствует 

очевидному факту, что на временах 0 1t t t<< <<  перенос примеси в среде 1 происходит 

в режиме быстрой (с коэффициентом D ) двумерной классической диффузии. На 

Рис. 1.3 а) схематически изображено сечение облака примеси по нормали к границе 

слоя для этого интервала времени.  

 Для полного числа частиц из (1.29) с учетом 1/p p t  следует 

 ( ) 11,N t t t≅ <<  (1.34) 

что также согласовано с (1.33). 

 

 Рассмотрим поведение концентрации на временах 1 2t t t<< << , где  
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2

2 1
Dt t
d

 =  
 

. (1.35) 

 Согласно (1.31) теперь 1/p p t , и аргумент функции 0K  в области основного 

облака частиц ( r ≲ ( )R t ) аппроксимируется выражением ( )1/42
1/r p D t . Поэтому имеем 

 ( ) ( )0,
8

NG r t F
aDt

η
π

′ =
 ,        

2

14
r

D tt
η =         при    η ≲1, (1.36) 

где  

 ( ) ( )1/ 2 1/ 4
04 2

2

b i
u

b i

duF e K u
i

η η
π

+ ∞

− ∞

= ∫ . (1.37) 

Так как ( )0 lnK z z≅ −  при 1z << , из (1.37) находим ( )0 1F = . В результате из (1.36) 

следует 

 ( ) 00,
8

NG t
aDtπ

′ = . (1.38) 

Из выражений (1.36) и (1.37) вытекает оценка для размера основного облака частиц 

примеси: 

 ( ) ( )
1
2

1~ 4R t D tt            при    1 2t t t<< << , (1.39) 

указывающая на суб-диффузионный режим переноса в этом временном диапазоне. С 

учетом (1.22) и замечания 1, получаем, что в этом временном диапазоне 

( ) ( ), ,G r t G r t′≅
  . Отметим, что (1.39) совпадает со среднеквадратичным смещением 

частиц полученным в [35]. 

 Причиной появления субдиффузионного режима является то, что в среде I, где 

происходит быстрый перенос частиц примеси в продольном направлении, последние 

проводят лишь часть времени. Внутри облака примеси частицы распределены 

приблизительно однородно, поэтому можно оценить долю времени, проводимого 

частицей в трещине, как отношение объема, приходящегося на трещину, к полному 

объему облака. Размер облака примеси в направлении перпендикулярном плоскости 

трещины определяется обычной диффузией и при 1t t  этот размер можно оценить как 

dt  (см. Рис. 1.3 б)). В итоге для 1t t  для относительной доли времени, 

проводимой частицей в трещине имеем оценку  ( ) ~w t a dt . В итоге для 

среднеквадратичного смещения частиц вдоль трещины имеем  
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( )2
1

t ar D w t dt D t D t t
d

′ ′ ≈ =∫ , что с точностью до числа совпадает с выражением 

(1.39). 

 Полное число активных частиц следует из (1.29) с учетом того, что теперь 

1/p p t : 

 ( ) 1
1,tN t t t

tπ
≅ >> . (1.40) 

 

 Выражение для концентрации в пределе ( )x R t>>  (в «хвосте» концентрации) 

при 1 2t t t<< <<  можно найти непосредственно из (1.30) путем использования 

соотношения ( )0 1 2
z

z
K z e

z
π −

>>
≅ . Применяя далее метод стационарной фазы, 

получаем, что в диапазоне 
3/ 2

1

1 4 t
t

η
 

<< <<  
 

 значение перевальной точки есть 

2
3 1

4
p tη −
∗

 =  
 

, так что справедлива асимптотика  

 ( )
3 22 3

1

1 3 1 4
42 6

// tG r ,t exp ,
taDt

η η
π

     ≅ − << <<    
     

 . (1.41) 

 При 
3/ 2

1

4 t
t

η
 

>>  
 

 значение перевальной точки становится равным 
2

24
rp
Dt∗ = , 

так что выражение для концентрации в точности совпадает с выражением (1.33). 

 Таким образом, видно, что при 1 2t t t<< <<  асимптотика профиля концентрации 

на больших расстояниях состоит из двух частей. При этом более удаленная часть  

совпадает с выражением для концентрации на малых временах (1.33). 

 

На рисунке 1.2 изображены результаты расчетов по формулам (1.33) и (1.41) для 

концентрации 








0

lg
n
n  как функции 

2

4
r
Dt

 (сплошная линия). Показан двухступенчатый 

хвост концентрации (при 21 ttt << ). Субдиффузионная зависимость (1.41) сменяется 

(1.33), соответствующей классической диффузии. Для сравнения пунктирной линией 
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также показан хвост без учета смены режимов. При расчетах использовались значения 
510D −=  см2/сек, 610d −=  см2/сек, 1a =  мм. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.2 Схематическое изображение двухступенчатого хвоста концентрации. 

 

 Перейдем теперь к анализу поведения концентрации на больших временах 

2t t>> .  

 В этом случае характерный масштаб изменения функции ( ),G r t′   по-прежнему 

определяется формулой (1.39) и на этих временах оказывается существенно меньше 

4dt . Поэтому из (1.22) и замечания 1 следует, что концентрация в основном облаке 

определяется как ( ) ( )
( )

2

3
2

1, exp
44

l
rG r t N t
dtdtπ

−

 
≅ − 

 



 . С учетом (1.40) получаем, что на 

этих временах перенос описывается выражением 

 ( ) ( )
( )

( )01
3 2

1
4 4 /

NtG r ,t exp exp
adt t dt

ξ ξ
π π π

= − ≡ −
 ,    

2

4
r
dt

ξ =    ξ ≲1, (1.42) 

что соответствует режиму медленной (с коэффициентом диффузии d ) классической 

трехмерной диффузии (см. Рис. 1.3 в)).  При этом доля частиц в области 1, по-

прежнему, продолжает убывать согласно (1.40). 
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а)  0 1t t t   

 

 

 

 

б)  1 2t t t   

 

 

 

 

 

 

 

в)  2t t  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.3  Сечение облака примеси перпендикулярно плоскопараллельному слою 1l = , и 

вдоль оси цилиндра 2l =  для различных интервалов времени: а) быстрая классическая 

диффузия, 0 1t t t  ; б) субдиффузия, 1 2t t t  ; в) медленная классическая 

диффузия, 2t t . 

 

Характерные значения переменной Лапласа в интеграле (1.28), приводящие к 

выражению (1.42), имеют порядок / tξ . Поэтому формула (1.42) справедлива при 

2/t tξ << , и наряду с основным облаком, описывает также и ближнюю часть хвоста 

концентрации при условии 21 /t tξ<< << . Если 2/t tξ >>  при 2t t>> , то анализ (1.28) 

R(t) 

R(t) 

R(t) 
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показывает, что перевальная точка сначала, в диапазоне 
2 3/ 2

2 1

4t t
t t

η
   

<< <<   
   

, 

становится равной 
2
3 1

4
p tη −
∗

 =  
 

, что для концентрации дает (1.41), а затем, при 

3/ 2

1

4 t
t

η
 

>>  
 

, приобретает вид 
2

24
rp
Dt∗ = , что приводит к выражению (1.33). 

 В итоге, хвост концентрации на временах 2t t>>  состоит из трех различных по 

структуре частей, описываемых выражениями  (1.42), (1.41), (1.33). 

 Таким образом, наблюдается общая закономерность: чем дальше от источника 

расположена рассматриваемая часть асимптотики, тем более ранний по времени режим 

переноса определяет ее форму. 

 

В завершении раздела оценим величину ∆  – глубину проникновения частиц в 

среду II. Из формулы (1.25) следует, что *~ /d p∆ , где *p  есть характерная величина 

переменной p , дающая основной вклад при обратном преобразовании Лапласа. Из 

(1.31) и (1.32) следует, что 1
* ~p t−  в области переменной r , соответствующей 

основному облаку частиц в среде I, и 1
* ~p t−Γ  для значений r  в хвостах профиля 

концентрации. Здесь Γ  есть показатель экспоненты определяющей концентрацию в 

области ( )r R t>> . 

 Например, при 1 2t t t<< <<  из (1.41) следует, что 
32

4
3

/








=Γ
η  в интервале 

3/ 2

1

1 4 t
t

η
 

<< <<  
 

, а из (1.33) 1t
t

ηΓ =  в интервале 
3 2

1

4 t
t

η
 

>>  
 

. 

Поэтому, мы имеем следующие оценки для глубины проникновения: 

 ~ dt∆             r ≲ ( )R t , (1.43) 

 ~ dt
∆

Γ
            ( )r R t>> . (1.44) 
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Случай прямого цилиндра 2l =  

В данном подразделе вектор r  имеет лишь одну координату x , направленную 

вдоль оси цилиндра, а радиус вектор r⊥
  - имеет две компоненты. Времена 0t  и 1t  

определяются как 

 0 4
St
Dπ

= ,              1 4
St

dπ
= . (1.45) 

Замечаем, что в интервале 0 1t t t<< <<   концентрация в среде 2 имеет вид (1.25) и, 

аналогично (1.33) и (1.34), для частиц в среде 1 получаем следующие выражения  

 
( )

( )

2
0, exp ,

44

1;

N xG x t
DtS Dt

N t
π

 
≅ − 

 
≅

          0 1t t t<< <<  , (1.46) 

которые соответствуют быстрой одномерной классической диффузии.  

 При значениях переменной Лапласа 1
1p t −<<   и радиальной координаты  

/r S π⊥ >>  ( r r⊥ ⊥=
 ) концентрация в среде 2 описывается выражением  

 ( )

( )

2

0

2
1

2

ln
sk sk

p dkK r
d

c r n
H

p dk t

⊥

⊥

 +
  
 =
 
 
 + 

 



. (1.47) 

Здесь ~ 1H  зависит от формы сечения цилиндра. Вычисляя поток на границу раздела 

двух сред, приходим к выражению для M  

 ( ) ( )

1

1 2
1

, ln HM p k t
p dk t

−
  
  =

 +   





 (1.48) 

Действуя, как и при выводе (1.28), мы приходим к общему выражению для 

концентрации и полного числа активных частиц для 2l =  при 1t t>>  : 

 ( ) ( )

( )

1

2
1 2

1

exp1,
2 2

ln

b i

b i

ikx ptdp dkG x t
S i Hp Dk t

p dk t

π π

+ ∞ +∞

−
− ∞ −∞

+
=

  
  + +

 +   

∫ ∫




, (1.49) 

 ( ) ( ) 1
1 0

1

exp ln
2

b i

b i

tdp HN t t pt N
i pt tπ

+ ∞

− ∞

 
≅ = 

 
∫









. (1.50) 
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 Как и в разделе 1.1.2, для анализа (1.49) важны неравенства (1.31)-(1.32). Кроме 

того  величина 2t   теперь определяется как 

 2 1 lnD Dt t
d d

 =  
 

  , (1.51) 

 Анализ аналогичный проведенному в разделе 1.1.2 приводит к следующим 

результатам. На временах 2t t<<   выражении (1.49) и выполняя интегрирование по ,k p

, получаем  

 

( ) ( ) ( )0 1

1
1

1
1

1

, 1 exp

4 ln

, .

ln

N tn x t
S tt Dt

t

x t
ttDt

t

ζ ζ

ζ ζ

= + −
 
 
 

≡ <<
 
 
 













 (1.52) 

 Отсюда следует выражение для размера основного облака частиц 

 ( ) 1
1

~ ln tR t Dt
t

 
 
 





      при    1 2t t t<< <<  , (1.53) 

которое согласуется с выражением для дисперсии частиц, найденном в [35]. 

 Отметим, что формула (1.52) определяет концентрацию частиц не только в 

основном облаке, но и в ближней части хвоста концентрации, когда 11 2 /t tζ<< <<  . 

Удаленная часть хвоста, соответствующая 12 /t tζ >>  , как и в случае  1l =  (см. 

выражение (1.33)), описывается формулой (1.46). Таким образом, в случае прямого 

цилиндра дальняя асимптотика профиля концентрации при 1 2t t t<< <<  , так же как и в 

случае плоско-параллельного слоя, состоит из двух частей.  

 На больших временах, когда 2t t>>  , в знаменателе (1.49) последнее слагаемое 

преобладает над первыми двумя, и после интегрирования мы приходим к формуле 

(1.42), описывающей концентрацию частиц в основном облаке и ближней части хвоста 

при условии ( )2
2/ 4 /x dt t tξ ≡ <<   

 В диапазоне  

 2
1 1

/ lnDt tt t
dt t

ξ
 

<< <<  
 



 

, (1.54) 

Поведение в хвосте концентрации описывается формулой (1.52), а при условии  
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1 1

lnDt t
dt t

ξ
 

>>  
  

, (1.55) 

мы приходим к самой дальней асимптотике, соответствующей выражению (1.46). 

Таким образом, хвост концентрационного профиля на временах 2t t>>  , как и в случае 

1l = , состоит из трех различных частей. 

 Видно, что, как и в случае плоско-параллельного слоя, чем дальше от источника 

расположена рассматриваемая часть хвоста, тем более ранний режим переноса 

определяет ее форму. 

 В заключение раздела отметим, что глубина проникновения частиц в среду 2 для 

рассматриваемого здесь случая 2l =  определяется оценками (1.43) и (1.44), где 

значение показателя Γ  следует брать из формул данного раздела. Например, при 2t t>>   

в интервале (1.54) Γ  определяется формулой (1.52), а в интервале (1.55) - показателем 

экспоненты в первой формуле (1.46). 

 

1.2 Обобщенная модель Дыхне 

В отличие от модели, рассмотренной в п.п. 1.1.1-1.1.3, в обобщенной модели 

Дыхне механизмом переноса в сильно-проницаемой среде наряду с диффузией 

является также адвекция. Рассмотрим режимы переноса, возникающие в данной 

модели. Как и в простой модели Дыхне, мы проанализируем режимы переноса и 

асимптотики концентрации на больших расстояниях для двух различных конфигураций 

сильно проницаемой среды (Рис. 1.1 а), б)). При этом, как и в случае простой модели 

Дыхне мы сначала решим вспомогательную задачу, именно, проанализируем поведение 

функции Грина без учета продольной диффузии примеси по медленной среде 

(подразделы 2.1.1 и 2.1.2), а потом с учетом данного фактора опишем режимы переноса 

в обобщенной модели Дыхне (подразделы 2.2.1 и 2.2.2). 

 

1.2.1 Вспомогательная задача 

Плоскопараллельный слой 1l =   

Уравнение для переноса примеси в среде 1 теперь имеет вид 

 ,n u n D n
t

∂
+ ∇ = ∆

∂
  (1.56) 

где u - скорость адвекции, а остальные обозначения те же, что и раньше.  
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Как и раньше будем считать, что в начальный момент времени 0t =  частицы 

сосредоточены в среде 1 и занимают объем размером ( )0R a< . Начальное 

распределение обозначим ( ) ( )0n r . Выберем начало координат внутри объема ( )0R . 

Поведение концентрации ( ),n r t  будем рассматривать на временах 0t t . Тогда 

распределение активных частиц будет однородным по l  направлениям, вдоль которых 

среда 1 ограничена. 

Выражение для функции Грина с учетом решения уравнения (1.2) в среде 2 и 

подстановки его в граничные условия принимает вид (ср. с (1.28)) 

 ( )
( )

( )
2

2

2
2

1

1
exp ,  Re 0

2 2
,

b i

b i

dp d k
ikr pt b

i
Dk k p

G r t
p dkiu

t
π π

+ ∞

− ∞

+ >

+ + +

=
+

∫ ∫












 (1.57) 

где вектор r  содержит две компоненты: продольную x  (направленную вдоль скорости 

адвекции u ) и поперечную y . 

Как и в случае простой модели Дыхне, с помощью замены (1.19) перейдем в 

(1.57) к функции G′ . Проанализируем ее поведение.   

Интегрируя полученное выражение по волновому вектору k


, получим: 

 ( ) ( ) ( )( )0
exp 2

, 2 ,  Re 0,
2 2

b i
pt

b i

ur D dpG r t e K p ur D b
D iπ π

+ ∞

− ∞

′ = Λ >∫


  (1.58) 

 

Здесь r r=
 , 0K - функция Макдональда нулевого порядка и 

 ( ) ( )11 up t p p tΛ = + +  (1.59) 

где 

 2
4

u
Dt

u
=  (1.60) 

Очевидно, что в общем случае обратное преобразование Лапласа в выражении 

(1.58) выполнить невозможно. Однако существуют временные интервалы, когда 

функцию Грина удается получить в явном виде. Последовательность этих интервалов 

зависит от соотношения между характерными временами ut  и 1t . Рассмотрим два 

случая: 1ut t  и 1ut t . 

 І 1ut t  
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І.1. ut t  

Этот случай равносилен пределу 10u , t→ →∞ . Поэтому здесь функция Грина 

принимает вид, соответствующий известному выражению двумерной классической 

диффузии: 

 ( )
21, exp

4 4
rG r t

Dt Dtπ
 

′ ≅ − 
 



  (1.61) 

І.2. 1ut t t   

В этом интервале аргумент функции Макдональда в (1.58) много больше 

единицы, поэтому воспользуемся известной асимптотикой: ( )0 2 ,  1zK z z e zπ −⋅  , 

тогда: 

 ( ) ( ) ( )( )
( )

exp ; ,exp 2
, ,  Re 0,

22 2

b i

b i

p r tur D dpG r t b
i pDur ππ

+ ∞

− ∞

−Φ
′ = >

Λ∫


  (1.62) 

 

где 

 ( ) 2

1

11
2 4
u

u
t pp p t p ,

t
Λ

 
≅ + + −  

 
 (1.63) 

 ( ) 2

1

1
4 u

r pp;r,t t p pt ,
u t

Φ
 

′= − −  
 

 (1.64) 

с rt t
u

′ = −  . 

Ниже мы убедимся, что структура G′ -функции зависит от того, является ли 

текущее время t  больше или меньше характерного времени ( )1 32
3 1

/
ut t t= . 

Следовательно, случаи 3ut t t   и  3t t  необходимо проанализировать отдельно.  

І.2a. 3ut t t   

Рассмотрим сначала область изменения пространственной переменной ρ , в 

которой сосредоточена основная часть примеси (пик концентрации). Предположим, что 

для данного интервала времени существенные значения переменной интегрирования в 

(1.62) определяются слагаемым в экспоненте 2~ p  из (1.64). Согласно структуре 

интеграла в (1.62) эти значения имеют порядок ( ) 1 2/
up ~ t t − . Для них слагаемое, 

32 
 



пропорциональное p  в (1.64), имеет оценку 
3 4

1 3

/
r p r~
u t ut

 
 
 

. Дальнейшие 

вычисления покажут, что в основной области пространственная переменная r  

удовлетворяет неравенству r ut< . С учетом этого обстоятельства приходим к 

неравенству: 

 
3 4

1 3
1

/
r p t  ,
u t t

 
<  
 

  (1.65) 

которое подтверждает сделанное выше предположение. Таким образом, слагаемым 

~ p  из (1.64) можно пренебречь при вычислении интеграла в (1.62). В итоге 

получаем: 

 ( ) ( )2
1, exp

4 4
r ut

G r t
Dt Dtπ

 −
′  ≅ −

 
 

 

  (1.66) 

Данное выражение, как известно, характерно для двумерной классической адвекции-

диффузии. Дрейфовый снос и дисперсия, соответственно, равны 4r ut , Dtσ= =
  , 

откуда rσ 

 . 

Выражение (1.66) справедливо там, где экспонента не слишком мала по 

сравнению с единицей. В далеких крыльях функции ( ),G r t  (в асимптотиках) следует 

воспользоваться методом перевала при интегрировании в (1.62). С помощью уравнения 

( )0
0

0p ;r,t
p
Φ∂

=
∂

, находим точку перевала 0 2 up t t t′= − . Нужно обратить внимание на 

то, что величина 0p  вещественна и имеет знак, противоположный знаку t′ . Это значит, 

что выражение (1.64)  продолжает быть справедливым в далеком правом крыле (т.е. 

при 0t′ < ) функции ( ),G r t′  . Иная ситуация складывается для левого крыла, т.е. где 

0t′ > . Здесь точка перевала отрицательна. Поэтому при вычислении асимптотики 

следует учитывать вклад - bG′δ , возникающий от интегрирования по берегам разреза 

влево от точки ветвления функции ( ) 0p
p;r ,tΦ

=
. Упомянутая точка ветвления 

обусловлена присутствием слагаемого ~ p  в (22), следовательно, членом 2~ p  в 

(1.64) можно пренебречь. После подстановки (1.63) и (1.64) в (1.62) необходимо 
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произвести разложение подынтегрального выражения до первого порядка по 

величинам ~ p .  В результате находим: 

 ( )
3 3

1

4 exp 1 cos ,
216 2

u
b

ut r urG
DDru t t

δ ϕ
π

+  ′ = − −  ′
 (1.67) 

где cos x rϕ = . 

Вклад (1.67) приводит к необычному поведению распределения концентрации 

на временах 3ut t t  . Обладая степенным убыванием ( ) 3 2/r ut −∝ − , bG′δ  

“перебивает” экспоненциальное убывание (1.66) на расстояниях относительно далеких 

от центра пика распределения. Сравнивая выражения (1.66) и (1.67), заключаем, что 

вклад (1.67) является определяющим, когда ( )3ut t t ln t t′ > . 

На временах 3ut t t   мы имеем режим близкий к классической адвекции-

диффузии (1.66) с почти симметричным гауссовым профилем концентрации, слегка 

“испорченным” присутствием степенного шлейфа (1.67).  

 

І.2b. 3 1t t t   

В соответствии с оценкой (1.65), при переходе от интервала 3ut t t   к 

интервалу 3t t  слагаемые 2~ p  и p  в (1.63) меняются ролями. Поэтому в данном 

случае справедлива аппроксимация: 

 ( ) ( )11
2
utp p p t .Λ ≅ + +  (1.68) 

С учетом  (1.68) из (1.62), находим: 

 ( ) ( )
2

3 3
1

4, exp 1 cos ,
2 416 2

u

u

ut r ur rG t
D D tDru t t

ρ ϕ
π

 +′ ≅ − − − ′′  

  (1.69) 

где  

 2
1uD u t .=  (1.70) 

В асимптотических участках функции Грина следует при оценке интеграла 

(1.62) воспользоваться методом перевала. При 0t′ >  имеют место две точки перевала. 

Естественно, принимать во внимание следует только ту из них, которая приводит к 
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меньшему значению показателя экспоненты. При ( )1 3
12 /

ut t t t′
  таковой является  

точка 
2

0 24 u

rp
D t

=
′

. Её вклад сводится к выражению (1.69)). 

В области ( )1 3
12 /

ut t t t′
  остается только одна точка перевала, ( ) 1 32

0 1
/

up t t
−

≅ . 

Она дает вклад: 

 ( ) ( )33 4G ,t exp t t′ ∝ −ρ  (1.71) 

При отрицательных значениях переменной t′  снова имеется только одна точка перевала 

0 2 up t t t′= − , если 0t ' <  и ( )1 3
12 /

ut t t t′
 . Её вклад сводится к выражению (1.66). 

Выражение (1.69) справедливо во всем интервале 3t t . Однако, качественное 

поведение функции Грина существенно различается в двух случаях: 3 1t t t   и 1t t . 

На временах 3 1t t t   дрейфовый снос: r ut ,=
   и дисперсия (ширина пика): 

2
1~ ut tσ . Очевидно, что r σ

 . Соответственно, 2r  можно заменить на ( )2ut  в 

показателе экспоненты (1.69): 

 ( ) ( )
2 2

3 3
1

4 1
2 416 2

u

u

ut r ur u tG r ,t exp cos .
D D tDru t t

ϕ
π

 +′ ≅ − − − ′′  

  (1.72) 

Таким образом, реализуется режим классической адвекции-диффузии с резко 

ассиметричным профилем концентрации. При этом левое крыло распределения 

концентрации имеет форму степенного шлейфа. Правое крыло является сначала 

коротким экспоненциальным (1.69), а в далеком участке при ( )1 3
12 /

ut t t t′
 , 0t ' <  

принимает классическую Гауссову форму (1.61). 

Отметим появление степенного шлейфа позади пика  концентрации на временах 

1t t . Причиной его возникновения является “временный” уход частиц в слабо 

проницаемую среду: по мере продвижения пика концентрации, часть активных частиц 

уходит в среду 2, затем пик двигается дальше, и позади него возникает обратный 

градиент концентраций, и чтобы восстановить равновесие частицы из среды 2 

возвращаются в среду 1. 

 

І.2c. 1t t  
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Здесь дрейфовый снос и дисперсия имеют один порядок: ur ~ ~ D tσ  и 

uD t ut . Следовательно, в выражении (1.69) t′  можно заменить на t , если речь идет 

о пике распределения и первой ступени хвоста. В результате, находим: 

 ( ) ( )
2

3 3
1

4, exp 1 cos
2 416 2

u

u

ut r ur rG r t
D D tDru t t

ϕ
π

 +′ ≅ − − − 
 

  (1.73) 

Этот режим впервые был установлен в работе [43] и назван квазидиффузией. 

Несмотря на то, что в режиме квазидиффузии дисперсия зависит от времени по 

классическому закону 1/ 2tσ  , имеются два существенных отличие данного режима от 

классическ5ого режима адвекции-диффузии. Во-первых, при данном режиме полное 

количество активных частиц не сохраняется. Действительно, с помощью (1.13) 

нетрудно получить, что, как и в простой модели Дыхне, количество частиц в среде 1 

убывает согласно формуле (1.40). И, во-вторых, как указано выше, среднее смещение и 

дисперсия имеют один порядок: ur ~ ~ D tσ , причем uD t ut . 

Вторая и третья ступени хвоста концентрации в данном интервале полностью 

совпадают с теми, которые получены для случая I.2b. 

 

Полученные выше результаты описывают характеристики переноса примеси 

(среднее смещение и дисперсию) в продольном направлении. Посмотрим, как 

происходит перенос в поперечном направлении. Очевидно, что в случаях І.1 и І.2a. 

реализуется классическая диффузия. В случае І.2b. показатель экспоненты (1.69) 

можно заменить на 2 4y Dt , если учесть, что x ut . Следовательно, снова имеет место 

классическая диффузия. Обратимся к случаю І.2c., с учетом u~ D tσ  находим, что 

показатель экспоненты в (1.73) 
2

14
y

D t t
≈ . Таким образом, реализуется субдиффузия. 

 Итак, в поперечном направлении на временах 1t t  имеет место классическая 

диффузия, а на временах 1t t - субдиффузия. 

 Принимая во внимание результаты, полученные для хвостов концентрации, 

убеждаемся в выведенной выше закономерности: с увеличением расстояний в хвостах 

осуществляется тот режим переноса, который был характерен для пика распределения в 

более раннем временном интервале. Принимая это обстоятельство во внимание, далее 

мы везде будем опускать подробный анализ хвостов концентрации. 
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 ІІ 1ut t  

На временах меньших, чем 2
1ut t  следует использовать аппроксимацию: 

 ( ) ( )1
2

up D p p t , t t
u

Λ ≅ +   (1.74) 

ІІ.1. 1t t  

Этот случай полностью аналогичен случаю І.1. 

ІІ.2. 2
1 1ut t t t   

Членом порядка ~ p  под корнем в выражении (1.74) следует пренебречь. Затем 

подставим (1.74) в (1.58) и в результате придем к формулам (1.36)-(1.37), 

соответствующим режиму степенной субдиффузии. Первую ступень хвоста найдем, 

воспользовавшись асимптотическим выражением для функции Макдональда: (1.41). 

Структура хвоста для данного интервала времени была получена для простой модели 

Дыхне в разделе 1.3. 

ІІ.3. 2
1ut t t  

В этом интервале для основной области и первой ступени хвоста справедливо 

квазидиффузионное выражение  (1.73). Вторая ступень определяется формулой (1.41), а 

третья – соответствует классическому диффузионному режиму (1.61). 

В поперечном направлении снова получаем, что на временах 1t t  реализуется 

классическая диффузия, а на временах 1t t - субдиффузия. 

 

Прямой цилиндр 2=l  

В случае прямого цилиндра функция Грина будет зависеть только от 

продольной координаты x  и времени t . 

В данном случае функция ( )M p , в логарифмическом приближении имеет вид 

(1.48) 

 При 1t t  функция Грина G ′  (аналогично (1.62)) имеет вид: 

 ( )
( )( )

( )( )

exp 1 1
1 2,

2 1

b i u

b i u

xupt t p M p
dp DG x t

u i t p M pπ

+ ∞

− ∞

  − + + −    ′ =
+ +

∫  (1.75) 
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 В данном подразделе мы ограничимся описанием поведения частиц примеси в 

основном облаке. Асимптотически концентрации обсудим в разделе, посвященном 

обобщенной модели Дыхне. 

 Как и в разделе 3.1 возможны два случая: 1ut t  и 1 ut t

 . 

 І 1ut t .  

І.1  ut t   

 ( )
21, exp

44
xG x t
DtDt

 
′ = − 

π  
 (1.76) 

Реализуется одномерная классическая диффузия. 

І.2a. 3ut t t   

Здесь необходимо провести рассуждения аналогичные тем, что имели место в 

случае І.2a. из раздела 2.1. В итоге, пик распределения описывается одномерным 

аналогом выражения (1.66). Вычисление вклада, который в левом крыле распределения 

является определяющим вдали от пика, дает:  

 ( ) 2 3
1

2 1
4
u

b
ut xG x,t

u t t

+′ ≅
′

δ
π

 (1.77) 

   

І.2b. 3 1t t t   

Для этого интервала опять-таки воспользуемся соображениями, как и в случае 

І.2b. раздела 2.1. Тогда получаем режим квазидиффузии: 

 ( )
2 22 1

44
u

uu

x ut u tG x,t exp
ut D tD t

 +′ ′ = ⋅ − ′ ′′  π
 (1.78) 

І.2с. 1t t  

В этом интервале появляется новый режим переноса: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2

1, expuut xt xG x t
t R t R t R t

   +′ ≈ −      π    
 (1.79) 

где  

 ( )2 1 1lnR t ut t t=    (1.80) 

Он хотя и логарифмический, но приводит к более быстрому распространению 

примеси, чем субдиффузионный логарифмический режим в простой модели Дыхне (см. 

[35]). 
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 ІІ 1 ut t

  

ІІ.1 На временах 1t t  реализуется одномерная классическая диффузия (1.76). 

ІІ.2.а  При 1 3t t t 

  , 

где 

 







=

1
13 exp~

t
t

tt u , (1.81) 

имеем логарифмическую субдиффузию (1.52). 

ІІ.1.3. 3t t  - справедливо выражение (1.79). 

Отметим, что в случае цилиндрической геометрии на временах 1t t  полное 

число активных частиц убывает как  

 1
0

tN( t ) N
t

≅


 (1.82) 

 

1.2.2 Режимы переноса и асимптотики концентрации 

Теперь, воспользовавшись результатами предыдущего раздела, формулой (1.22)  

и замечанием 1, рассмотрим поведение концентрации примеси в обобщенной модели 

Дыхне.  

Для описания асимптотического поведения концентрации мы будем исходить из 

установленной закономерности, что при смене режимов переноса в основном облаке со 

временем, структура хвостов концентрации активных частиц становится 

многоступенчатой: чем дальше мы отдаляемся от основного облака, тем более ранний, 

из уже реализованных, режим переноса описывает поведение в хвосте. Поэтому мы 

сочли целесообразным не выписывать каждый раз структуру формирующегося хвоста, 

а ограничиться описанием последовательности реализующихся режимов переноса в 

основном облаке, откуда структура хвоста без труда восстанавливается. 

 

Случай плоскопараллельного слоя ( 1l = , Рис. 1.1а)) 

В данном случае перенос в поперечном направлении происходит так же, как и в 

простой модели Дыхне. 

В продольном направлении поведение концентрации зависит от соотношения 

между параметрами 1t  и ut .  
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1) Если 1ut t D d , адвекция, практически, не влияет на формирование 

профиля концентрации. Здесь можно считать 0u → , тогда функция Грина полностью 

совпадает с выражением (1.8), и миграция примеси происходит также как в простой 

модели Дыхне: при 1t t  имеет место классическая диффузия (1.33), далее при 

1 2t t t  , где 2t  определяется формулой (1.35), следует режим субдиффузии (1.36)-

(1.39), и затем при 2t t  наступает медленная классическая диффузия (1.42). 

2) Если характерные времена связаны соотношением 1 1ut t t D d   имеет 

место следующая последовательность режимов: при 1t t  - классическая двумерная 

диффузия (1.33), далее, при  2
1 1ut t t t  - субдиффузия (1.36)-(1.39), а затем при 

2
1ut t t  - квазидиффузия (1.73). 

3) При столь больших значениях скорости u , что 1ut t , реализуются 

следующие режимы: ut t  - классическая двумерная диффузия (1.33), 3ut t t  - 

классическая адвекция-диффузия (1.66), 3 1t t t   - адвекция-диффузия с резко 

асимметричным профилем (1.69), 1t t  - квазидиффузия (1.73). 

Отметим, что в случаях 2) и 3) режим медленной диффузии не наступает, так как 

дисперсия, определяемая переносом по быстрой среде ~ uD t′σ  оказывается больше 

дисперсии, определяемой режимом (1.42). 

 

Случай прямого цилиндра ( 2l = , Рис. 1.1б)) 

В этом случае, задача для активных частиц является одномерной. 

Последовательность режимов переноса определяется соотношением между 

параметрами ut , 1
~t  и 

d
D . 

1) При 1 ln ut D d t

  задача полностью совпадает со случаем прямого цилиндра 

простой модели Дыхне. Действительно, на временах ut t  адвекция вообще роли не 

играет. Более того, при условии 1 ln ut D d t

  время ut  оказывается настолько велико, 

что влияние адвекции на перенос примеси оказывается пренебрежимо малым и на 

временах ut t  – перенос частиц в слабопроницаемой среде вносит куда более 

значительный вклад. 
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В итоге, из результатов для простой модели Дыхне следует: на временах 1t t  

имеет место классическая одномерная диффузия (1.76); на временах 1 2t t t 

   - 

логарифмическая субдиффузия (1.52); и, наконец, когда 2t t  - медленная 

классическая диффузия (1.42), где  

 2 1 lnD Dt t
d d

=  , (1.83) 

и в (1.42) мы должны положить r x= . 

 2). При 1 1 lnu
Dt t t
d

 

  , реализуется последовательность режимов (1.76), (1.52), 

(1.79), после чего при 1
2

~tt >> , где 

 1 2
2 1 lnu uD Dt t

d d
=   (1.84) 

 устанавливается режим медленной диффузии (1.42). 

 3) При 1ut t  систематика режимов переноса следующая. Вплоть до времени 1
2t  

сохраняется последовательность режимов (1.76), (1.66) с левым крылом (1.77), (1.78), и 

(1.79), после чего, при 1
2t t  доминирующей становится медленная классическая 

диффузия (1.42). 

 Отметим, что для прямого цилиндра при любом соотношении между 1
~t  и ut  

окончательным режимом является режим медленной диффузии (1.42). 

 

1.3 Краткие выводы 
 

В данной главе описаны режимы переноса примеси, возникающие в сильно 

контрастных средах простой конфигурации (плоскопараллельный слой и прямой 

цилиндр). В качестве механизма переноса в хорошо проницаемой среде 

рассматривались как диффузия (простая модель Дыхне), так и адвекция с постоянной 

скоростью (обобщенная модель Дыхне). 

Показано, что в зависимости от геометрических характеристик (плоско-

параллельный слой и прямой цилиндр) и параметров переноса в средах 

(коэффициентов диффузии и скорости адвекции) возможно возникновение целого 

спектра режимов переноса: диффузии с различными коэффициентами диффузии, 

адвекции-диффузии, квазидиффузии, степенной и логарифмической субдиффузии 

(двух типов). Причем с течением времени происходит смена режимов переноса. 

41 
 



Интересно отметить различие в поведении системы на больших временах для 

двух описанных конфигураций хорошо проницаемой среды. Для плоскопараллельного 

слоя окончательный режим зависит от соотношения между параметрами, и для 

достаточно больших скоростей адвекции он остается квазидиффузионным, когда 

скорость переноса определяется свойствами как быстрой, так и медленной сред. При 

скорости меньше некоторой критической, окончательный режим – классическая 

диффузия, определяемая медленной средой (медленная диффузия). Для 

цилиндрической геометрии мощность ловушек столь велика, что окончательным 

режимом всегда является медленная классическая диффузия (диффузия по медленной 

среде. 

Была установлена важная закономерность, что смена режимов переноса с 

увеличением времени приводит к сложной структуре асимптотики профиля 

концентрации на больших расстояниях (хвостов концентрации). Данная структура была 

описана для рассмотренных сред и показано, что в общем случае, чем дальше фрагмент 

хвоста удален от источника, тем более ранний режим переноса частиц в основном 

облаке определяет его форму. Отметим, что на больших временах даже когда перенос в 

основном облаке определяется медленной средой, структура хвостов концентрации 

будет определяться как медленной так и быстрой компонентами среды. 

Для рассмотренных типов сред полное число активных частиц (локализованных 

в среде с высокой проницаемостью) уменьшается во времени со скоростью, зависящей 

от геометрии среды: обратно пропорционально корню из времени для 

плоскопараллельного слоя и первой степени времени для прямого цилиндра.  

Глубина проникновения частиц в слабопроницаемую среду имеет обычную 

классическую диффузионную величину в области основного облака частиц и 

существенно подавляется в области хвостов. 

 

42 
 



ГЛАВА 2 

ПЕРЕНОС ВО ФРАКТАЛЬНЫХ СРЕДАХ. МОДЕЛЬ ИЗОТРОПНОЙ 

СЛУЧАЙНОЙ АДВЕКЦИИ 

 

В данной главе мы переходим к рассмотрению переноса примеси в случайно 

неоднородных средах. Будем рассматривать наиболее важный с практической точки 

зрения случай, когда перенос по хорошо проницаемым областям определяется 

адвекцией. Важность этого случая обусловлена тем, что распространение загрязнений в 

геологических формациях в основном происходит в виде раствора, которых 

переносится грунтовыми водами по пустотам (порам, трещинам). 

Учитывая, что поле скоростей потока грунтовых вод определяется 

пространственным расположением каналов, по которым происходит просачивание 

жидкости, или, в более общем случае,  распределением проницаемости, можно 

выделить два типа сред. В средах первого типа флуктуации проницаемости (и, 

следовательно, скорости адвекции) распределены однородно по пространству. В этом 

случае локальные флуктуации скорости по порядку равны ее средней величине. 

Перенос в таких статистически однородных средах будет рассмотрен ниже в главе 5.  

Другой тип сред носит название перколяционных [13, 44]. Важной 

особенностью перколяционой среды является наличие макроскопического (много 

больше характерных размеров неоднородностей) пространственного размера ξ  (так 

называемой, корреляционной длины ξ ), такого, что на масштабах меньших ξ  среда 

обладает фрактальными свойствами. В этом случае хорошо проницаемые области 

среды (по которым и происходит течение жидкости) образуют фрактальные 

(самоподобные) кластеры. При просачивании жидкости в такой среде амплитуда 

флуктуаций скорости оказывается существенно больше среднего значения 

(определяемого как среднее по ансамблю реализаций среды). И именно 

скоррелированные флуктуации скорости определяют режим переноса примеси. Для 

таких, фрактальных, сред плодотворным подходом оказалась модель случайной 

адвекции [41, 42], построенная в предположении, что корреляционная функция 

флуктуаций скорости убывает с расстоянием медленно (степенным образом). 

На масштабах больше корреляционной длины ξ  данные среды становятся 

статистически однородными.  На этих масштабах корреляционная функция скорости 
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убывает быстро с расстоянием (экспоненциально), и можно ожидать, что перенос в 

основном облаке (но не в хвостах!) будет описываться классическими 

закономерностями, при которых среднее смещение частиц (при средней скорости 

отличной от нуля) и дисперсия растут линейно со временем ( t ). 

В этой и следующей главах будут рассмотрены особенности переноса, 

обусловленных адвекцией в таких фрактальных средах. В данной главе представлена  

модель случайной адвекции для фрактальных сред с бесконечным (раздел 2.1) и 

конечным (раздел 2.2) радиусом корреляции ξ .  Модель построена в предположении, 

что поле скоростей адвекции стационарно во времени. В разделе 2.3 будет рассмотрено 

влияние динамических флуктуаций скорости на режим переноса. 

 

2.1 Фрактальная среда с бесконечным радиусом корреляции  

2.1.1 Постановка задачи и основные соотношения 

Основным уравнением модели случайной адвекции является уравнение для 

концентрации частиц ( ),c r t : 

 ( ) 0c vc
t

∂
+∇ =

∂
  (2.1) 

Здесь ( )v v r=
    есть скорость адвекции. Величина ( )v r   есть случайная (независящая от 

времени) функция координат. На данном этапе развития модели будем полагать, что 

   ( ) 0v r< >=
   (2.2) 

где ( )v r< >
   есть величина скорости, усредненная по ансамблю реализаций среды. В 

дальнейшем будем считать, что жидкость несжимаема: 

   0div v =
 . (2.3) 

Применительно к течению жидкости в геологических формациях для данного 

условия имеются следующие обоснования. Мы рассматриваем стационарное движение 

жидкости, следовательно, производная по времени в точном (микроскопическом) 

уравнении непрерывности массы равна нулю: 0div vρ =
 . Плотность жидкости 

constρ =  внутри каналов, по которым происходит течение жидкости, и равна нулю вне 
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каналов, поэтому плотность может быть вынесена из под знака дивергенции. Отсюда 

следует уравнение (2.3). 

Мы считаем, что рассматриваемая среда обладает на масштабах r a>>  

фрактальными свойствами ( a  носит название нижней границы фрактальности или 

ближнего радиуса корреляции). Это означает, что в этой области отсутствует 

пространственный масштаб, характеризующий систему, что, в свою очередь, позволяет 

воспользоваться идеями теории критических явлений [46, 47] и полагать, что процесс 

переноса на расстояниях r a>>  обладает свойством масштабной инвариантности. 

Другими словами, макроскопические уравнения переноса (и, вообще, соотношения 

между физическими величинами) должны быть инвариантны относительно 

преобразований 

 r sr→
   (2.4) 

при одновременном преобразовании всех величин, входящих в уравнения (2.7) и (2.8) 

согласно 

 AA s A−∆→  (2.5) 

где показатель A∆  есть масштабная размерность величины A .  

Отсюда, в частности, следует, что корреляционная функция скорости должна 

убывать с расстоянием по степенному закону, так что n -точечный коррелятор, 

определяемый ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2... 1 2 1 2, ,..., ...

n n

n
i i i n i i i nK r r r v r v r v r=< >

      , должна быть однородной 

функцией порядка nh−  при  i jr r a− >>
   (для всех пар ir

 , jr ). Здесь показатель 0h > ). 

Мы также считаем, что среда изотропна и пространственно однородна. Тогда для 

парной корреляционной функции ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2ij i jK r r v r v r− ≡ < >
     мы можем написать 

 ( ) ( )
2

2 2
1 2

1 2

h

ii
aK r r V

r r
 

− ≅   − 

 

 

,   при   1 2 ,r r a− >>
   (2.6) 

где 2V  есть характерная величина ( ) ( )2
ijK r  при r ≲ a . 

Концентрация примеси, усредненная по ансамблю реализаций, 

( ) ( ), ,c r t c r t≡< >
  , удовлетворяет стандартному макроскопическому уравнению, 

выражающему закон сохранения частиц: 

45 
 



 0c divq
t

∂
+ =

∂
  (2.7) 

Здесь ( ),q r t   есть макроскопическая плотность потока, удовлетворяющая очевидному 

требованию – она равна нулю при однородном распределении концентрации. Учитывая 

также принцип причинности и линейность задачи, для ( ),q r t   справедливо выражение 

 ( ) ( ) ( ),
, ,

t

i ij
j

c r r t t
q r t dt dr f r t

r−∞

′ ′∂ − −
′ ′ ′ ′= −

∂∫ ∫
 

    (2.8) 

Тензорная функция отклика ( ),ijf r t  определяется распределением скоростей и должна 

удовлетворять требованию положительной определенности: 

 ( ), 0ij i jf r t s s >
  (2.9) 

где s  есть произвольный вектор, что является следствием принципа возрастания 

энтропии. 

Для определенности мы рассмотрим задачу с начальными условиями, 

( ) ( ) ( )0,0c r c r=
  . Тогда усредненная концентрация ( ),c r t  и начальное распределение 

( ) ( )0c r′  связаны соотношением: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, ,c r t dr G r r t c r′ ′ ′= −∫
      (2.10) 

Фурье-Лаплас образ функции Грина ( ),G r t  согласно уравнениям (2.7) и (2.8) есть 

 ( ) 1
,kpG p M k p

−
= −    (2.11) 

где 

 ( ) ( )3

0

, ,
j

pt ikr
i ijM k p k k dte d re f r t

∞
− −= − ∫ ∫





  (2.12) 

Здесь и далее k k≡


, r r≡
 . 

2.1.2 Масштабный анализ 

 Как указано выше из свойств фрактальности среды следуют ее свойства  

масштабной инвариантности, выражаемой преобразованиями (2.4), (2.5). Определим с 

помощью этих преобразований масштабные размерности величин входящих в теорию. 
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Масштабные размерности скорости, концентрации и функции Грина следуют из 

соотношения (2.6) и свойства сохранения полного числа частиц: 

 v h∆ = ,            3c G∆ = ∆ = . (2.13) 

Соотношения (2.7) и (2.8) дают возможность установить соотношения между 

масштабными размерностями времени и плотности потока: 

 2t q∆ = −∆  (2.14) 

С учетом соотношений (2.13) и (2.14) равенство ( )q vc=< >
   приводит к следующим 

выражениям: 

 3q h∆ = +  (2.15) 

 ( )1t h∆ = − +  (2.16) 

Также, используя (2.8), (2.15), (2.16) легко получить 

 2 3f h∆ = +  (2.17) 

Подчеркнем, что полученные соотношения справедливы только при условии, 

что свойства переноса определяются длинноволновой частью коррелятора скорости 

(см. ниже).  

 

2.1.3 Поведение концентрации 

Результаты масштабного анализа дают основу для описания поведения 

концентрации. Согласно результатам предыдущего раздела, функцию отклика ( ),ijf r t  

можно представить в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 3 1/ 1, , , , ;
h

ij ijh hh

Va r rf r t n n at r a
r r a Vt

χ ξ ξ+ +
= = = >>



  

 (2.18) 

 ( )
2

3, ~ij
Vf r t at
a



r ≲ .a  (2.19) 

Здесь ( ),ij nχ ξ  есть безразмерная тензорная функция. 
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Рассмотрим свойства функции Грина (и, следовательно, поведение 

концентрации) в зависимости от величины индекса h . Рассмотрим случаи 1h > , 1h <  и 

1h =  по отдельности.  

1. 1h > . 

Из соотношений (16) и (17) видно, что основной вклад в интегралы по 

переменным r  и t  в (2.12) дают значения r ≲ a , t ≲ /a V . Поскольку нас интересует 

распределение концентрации на масштабах ( , /r a t a V>> >> ), мы можем в 

подынтегральном выражении (2.12) положить ( )exp 1ikr pt− − ≅


 . Это приводит к 

 2 , ~ .M Dk D Va=  (2.20) 

Подставляя данные выражения в соотношение (2.11), получаем 
12

kpG p Dk
−

 = +  , что 

есть ни что иное как Фурье-Лаплас образ функции Грина для уравнения /c t D c∂ ∂ = ∆ . 

Поэтому можно утверждать, что при 1h >  перенос происходит в режиме классической 

диффузии. 

Заметим, что в данном случае масштабная размерность времени 2t∆ = −  

отличается от результата, даваемого формулой (2.16). Это является следствием того, 

что перенос при 1h >  определяется мелкомасштабным поведением коррелятора 

скорости, так что масштабная инвариантность не имеет места. 

2. 1h < . 

Как видно из соотношений (2.18) и (2.19), в этом случае вклад больших 

значений пространственной переменной ( r a>> ) в интеграл (2.12) является 

определяющим по сравнению с малыми значениями ( r ≲ a ). Подставляя в интеграл 

(2.12) выражение (2.18), получаем 

 ( ) ( ) ( )
2

3
2 3

0

, , .
j

h
pt ikr

i ijh

Va
M k p k k dt e d re n

r
χ ξ

∞
− −

+= − ∫ ∫






 (2.21) 

Отсюда следует важное соотношение для массового оператора: 

 ( ) ( )
2

12, , .
h

h

pM k p p k
Va

φ η η
−
+ = − =  

 
 (2.22) 

С учетом этого выражения функция Грина  
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 ( )
( ) ( )

3

3, , Re 0
2 ,2

b i ikr pt

b i

dp d k eG r t b
i p M k pπ π

+ ∞ +

− ∞

= >
−∫ ∫





  (2.23) 

 (см. (2.11))  представима в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )3/ 1
,

hhG r t a Vt g ξ
− +

=
  (2.24) 

где ( )0 0,g ≠ ∞  и ( ) 0g ξ →  при ξ →∞ . Из выражения (2.24) следует, что на больших 

временах размер облака примеси растет со временем по аномальному закону 

 ( ) ( ) ( )1/ 1
~

hhR t a Vt
+

,    1h <   (2.25) 

который соответствует супер-диффузионному режиму переноса. Данный вывод 

совпадает с результатами, полученными в работах [41, 42]. 

Теперь перейдем к рассмотрению поведения функции Грина (и, следовательно, 

концентрации) при асимптотически больших расстояниях, 1ξ >> , то есть когда 

( )r R t>> . Выполнив в (2.23) интегрирование по углу и принимая во внимание 

свойство массового оператора ( ) ( ), ,M k p M k p− =  мы приходим к выражению 

 ( )
( ) ( )2

1, .
2 ,2

b i ikr pt

b i

dp k dk eG r t
r i p M k piπ π

+ ∞ +

− ∞

=
−∫ ∫

  (2.26) 

Чтобы описать поведение функции Грина на больших расстояниях необходимо знать 

аналитические свойства подынтегрального выражения в (2.26). Как будет видно из 

дальнейшего, основной вклад в интеграл (2.26) при 1ξ >>  определяется значениями 

переменной Лапласа Im Rep p<< , Re 0p > . Исходя из этого, нас будут интересовать 

аналитические свойства при Im 0, 0p p= > . Мы рассмотрим поведение массового 

оператора ( ),M k p  в двух предельных случаях: 0, 0p k≠ →  и 0, 0k p≠ = . 

При 0p ≠ , сходимость интеграла по t  в выражении (2.21) обеспечивается 

множителем pte− . Зависимость ( ),M k p  от переменной k  в этом случае определяется 

скоростью убывания функции  ( ),ijf r t  при r →∞ . Легко видеть, что ( ),ijf r t  при 

больших r  убывает быстрее любой обратной степени. Действительно, сам факт 

существования корреляционной функции скорости любого порядка означает, что 

распределение по скоростям определяется функционалом, убывающим при больших 
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значениях скорости очень быстро. То есть по сути это означает, поле скоростей 

фактически ограничено по величине.  Это, в свою очередь, означает, что убывание 

функции ( ),ijf r t  при r →∞
  происходит так быстро, что существуют ее любые 

степенные моменты. Поэтому точка  0, 0k p= ≠  является регулярной для функции 

( ),M k p  и мы можем написать для массового оператора следующее выражение при  

0, 1p η≠ << : 

 ( )
2

12

0
, , .

hn
n h

n

pM k p p a k
Va

η η
−∞ +

=

 = − =  
 

∑  (2.27) 

В другом предельном случае, когда 0, 0k p≠ =  и Im 0k = , из (2.21) имеем: 

 ( ) 1, 0 ,h hM k AVa k +≅ −  (2.28) 

где константа 0A >  вследствие соотношения (2.9). 

Установленные свойства позволяют нам считать массовый функцию ( ),M k p−  

как действительную, положительную и аналитичную функцию своих переменных, 

когда k  и p  являются действительными и конечными. Это означает, что 

подынтегральное выражение в (2.26) не имеет особенностей на действительной оси k , 

и следовательно асимптотическое убывание G -функции на больших расстояниях не 

является степенным. Таким образом, в модели случайной адвекции не существует 

тяжелых (степенных) хвостов. 

Из выражения (2.26) следует, что при действительных p  ближайшие к 

действительной оси  k  особые точки ( ),M k p  находится на мнимой k -оси. Согласно 

выражениям (2.21), (2.22) и (2.28) данные особые точки являются точками ветвления, 

bk iκ= ± , вблизи которых массовый оператор описывается приближенным выражением 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 11 2
1 / 1, , 0, 0.

hhh
b b b hh h

k pM k p BVa B
Vap

η η η κ
−
+− −

− +

 ≅ − − = − < > 
 

 (2.29) 

Согласно (2.22), функция ( ),M k p  на интервале ( ),b bi iκ κ−  мнимой оси является 

действительным и положительным при Im 0p = . В то же время из (2.29) видно, что эта 

функция стремится к бесконечности при bk iκ→ ± . Отсюда мы приходим к 
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заключению, что ближайшими к вещественной оси k  особенностями в 

подынтегральном выражении (2.26) при  Im 0p =  являются полюсы 0k iκ= ± , где 

00 bκ κ< < . Согласно (2.22) величина ( )0 0 pκ κ≡  определяется уравнением: 

 ( ) ( )
1

1

0 0 0 01 0, , 0.
h

h

pp
Va

φ η κ η η
+ + = = < 

 
 (2.30) 

Теперь, имея ввиду предел 1ξ >>  ( ( )r R t>> ) для G -функции, сдвигая контур 

интегрирования в комплексной k -плоскости вверх, мы приходим в (2.26) к выражению: 

 ( ) ( ) ( ){ }
2

1

0

1, exp ; , ,
4 2

a i h

h
a i

dp pG r t p r t
ir i p Vaπ φ η π

+ ∞
+

− ∞

 ≅ −Γ ′  ∫


 (2.31) 

где  

 ( ) ( )0; , .p r t p r ptκΓ = −  (2.32) 

При интегрировании в (2.31) при 1ξ >>  основной вклад дают значения 

переменной p  для которых  1Γ >> . Это позволяет использовать в данном случае 

метод перевала. В итоге мы приходим к окончательному асимптотическому 

выражению для функции Грина в пределе больших расстояний: 

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )3/ 1 3 1 /2 1 /
3/2, exp .

4
h h h h hhCG r t Va t hε ε

π

− + − +≅ −
  (2.33) 

Здесь мы использовали следующие обозначения 

 
( ) ( )

0 0
1/ 11 1 hh

r
h h a Vt

η η
ε ξ

+
= ≡

+ +
 (2.34) 

 
( ) ( )

0

0

21 ~ 1
1

C
h h

η
φ η

=
′ +

 (2.35) 

Таким образом, из (2.33) следует, что в модели случайной адвекции хвосты 

концентрации при 1h <  имеют экспоненциальный вид. 
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Следует подчеркнуть, что значение перевальной точки p  (определяемое из 

условия ( ); , 0p r t p∂Γ ∂ = ) действительное и положительное, а пределы области 

интегрирования, дающего существенный вклад в (2.31), определяются неравенством 

 
Im p

p
≲ ( )1 /2 1,h hξ − + <<  (2.36) 

Это обосновывает пренебрежение мнимой частью p  при анализе аналитических 

свойств массового оператора. 

3. 1h = . 

Попытке рассмотреть предельный переход 1h →  из диапазона 1h <  используя 

представление функции отклика (2.18) сталкивается с логарифмическими 

расходимостями в (2.8). Отсюда мы заключаем, что фактически классический скейлинг 

~ /r Dtξ  с ~D Va  должен модифицироваться слабой зависимостью от координат 

логарифмического типа: 

 ( )/ .r D r tξ =  (2.37) 

Это означает, что при r ≲ ( )R t  и ( ) ( )0R t R>>  соотношение между плотностью потока 

( ),q r t   и градиентом концентрации должно иметь вид 

 ( ) ( ) ( ), ,q r t D r c r t= − ∇
    (2.38) 

где r  отсчитывается от центра рассматриваемого начального распределения 

концентрации. Подставляя (2.37) в (2.18) и затем в (2.8), получаем: 

 ( ) ( )
( )

2

~
dD r Va

dr rD r
 (2.39) 

откуда следует 

 ( ) 1/2ln , ~ .rD r D D Va
a

 =  
 

   (2.40) 

Подставляя это соотношение в (2.37), получаем оценку для размера облака примеси на 

больших временах: 
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 ( )
1
4~ ln , 1DtR t Dt h

a

 
= 

 
 



  (2.41) 

Для вычисления дальней асимптотики концентрации, мы должны описать 

поведение массового оператора на положительной оси k  при  Im 0, 0p p= > . Для этого 

подставляем (2.37), (2.40) в (2.21), что дает 

 ( ) ( ) 12 1/2
2, ln , min , DM k p Dk ka

a p
µ µ −  ≅ − =  

  



  (2.42) 

Далее, проводя ту же процедуру, что и для случая 1h < , мы находим, что 

ближайшими к вещественной оси k  особыми точками в подынтегральном выражении 

(24) являются два полюса 0k iκ= ± , где ( )1/4 2
0 / ln /p D D a pκ −≅   . Это приводит к 

следующему асимптотическому G -функции при 1ξ >> : 

 ( )
( ){ } ( )

2

3/2 1/21/2

1, exp .
4 ln /4 ln /

rG r t
Dt Dt arDt Dt arπ

  ≅ − 
  



 

 

 (2.43) 

Таким образом, при 1h =  имеет место логарифмически модифицированный 

гауссов хвост. 

 

2.1.4  Обсуждение 

Таким образом, в рамках масштабного анализа построена модель переноса 

пассивного скаляра в статическом случайном поле адвекции при условии, что 

корреляторы скорости убывают по  степенному закону. Показано, что в зависимости от 

скорости пространственного убывания коррелятора (характеризуемого степенью h ) 

могут иметь место качественно различные режимы переноса. При достаточно быстром 

убывании ( 1h > ) перенос определяется короткими прыжками, так что имеет место 

режим классической диффузии. Для 1h <  адвективный перенос на больших 

расстояниях является скоррелированным, так что механизм типа прогулок Леви 

приводит к супердиффузионному режиму переноса. При 1h =  имеют место 

логарифмические поправки к классической диффузии.  

Важный вывод, следующий из данного исследования, касается поведения 

примеси на асимптотически больших расстояниях (в «хвостах»). Показано, что 
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убывание концентрации при супердиффузионном режиме переноса описывается 

сжатой экспонентой и происходит быстрее, чем при классическом диффузионном 

законе. Этот вывод не подтверждает выводы моделей с дробной диффузией, где хвосты 

имеют степенной вид. 

Остановимся кратко на вопросе, где могут встречаться среды с рассмотренным 

выше фрактальным распределением проницаемости. В работе [45] собраны результаты 

большого числа исследований, в которых анализировалось распределение трещин в 

скальных породах. В частности, измерялась фрактальная размерность сеток трещин, 

наблюдаемых на поверхности образцов. Из результатов работы следует, что наряду с 

достаточно часто встречающимся однородным распределением трещин (размерность 

равна 2), также достаточно часто встречаются распределения, в которых семейства 

трещин образуют кластеры, которые в определенных пространственных диапазонах 

обладают фрактальными размерностями. Как правило, встречаются кластеры с 

фрактальными размерностями вблизи следующих двух значений: 1,9 (реже) и 1,5 

(чаще) (см. Рис. 16 b) работы [45]). Интересно отметить, что первое значение 

соответствует фрактальной размерности двумерного перколяционного кластера, в то 

время как во втором случае значение соответствует фрактальной размерности сечения 

трехмерного перколяционного кластера плоскостью (см. [44]). 

В заключение, приведем сравнение выводов неклассической теории переноса 

примеси, базирующейся на модели случайной адвекции с некоторыми результатами 

полевых экспериментов. Эксперимент [48] проводился в трещиноватых 

кристаллических породах впрыскивание и откачка происходили в сходящейся слабо-

дипольной конфигурации. В качестве трейсеров были выбраны  тяжелая вода, 

бромиды, пентафторбензойная кислота,  диффузионные свойства которых сильно 

различаются. Поведение концентрации на больших временах совпадает для всех 

трейсеров. Следовательно, диффузионный обмен частиц между слабопроницаемой 

матрицей и сильно-проницаемой средой не оказывает влияния на процессы переноса 

примеси. 
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Рис. 2.1  Экспериментальные данные [48] 

 

Для интерпретации результатов данного эксперимента воспользуемся моделью 

случайной адвекции, развитой в настоящем разделе. Исходя из формы правого крыла 

кривой зависимости концентрации от времени при заданном расстоянии от источника 

(см. Рис. 2.1), находим показатель  γ , который определяет режим переноса примеси,  

согласно соотношению для размера области локализации ( )R t tγ∝ . 

Согласно модели случайной адвекции, зависимость концентрации во всем 

временном диапазоне можно интерполировать формулой: 

 ( )
3 1

1
0 0

0

exp
h hС t t tB

C t t
+

 
    = −    

     

  (2.44) 

где ( )1h γ γ= −  и B  подгоночные параметры. 

Сравнение теоретической кривой (5) и экспериментальных данных представлено 

на Рис. 2.2. Как видно из рисунка, теория довольно хорошо согласуется с 

экспериментом, при значениях 0.4,  0.7h γ≅ ≅ .Отсюда заключаем, что перенос 

примеси в эксперименте [48] происходит в режиме супердиффузии, т.к.  1 2γ > . 
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Рис. 2.2.  Теоретическая кривая и экспериментальные данные 

 

Таким образом, анализ данного эксперимента демонстрирует, что классические 

модели переноса не дают адекватного описания поведения примеси в неоднородных 

трещиноватых средах. Это касается как временной зависимости размера области 

локализации примеси, так и «хвостов» пространственного распределения 

концентрации.  
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2.2 Случайная адвекция во фрактальной среде с конечным радиусом 

корреляции  

2.2.1 Постановка задачи 

 

Перейдем теперь к рассмотрению случая, когда фрактальная среда имеет 

конечный радиус корреляции ξ < ∞ . Основное уравнение описывающее концентрацию 

примеси, по-прежнему, имеет вид (2.1). Мы также будем рассматривать задачу с 

начальными условиями ( ) ( )0, 0c r c r=
   и будем полагать, что для поля скоростей 

выполняется условие несжимаемости (2.2).  

При описании поля скоростей, в отличие от предыдущего случая, необходимо 

учесть, что теперь наряду с флуктуационной компонентой скорости необходимо 

рассматривать также и среднюю скорость: 

 ( ) ( )v r u V r= +


     (2.45) 

где  

 ( )v r u=
   ,   ( ) 0V r =



 , (2.46) 

u  есть средняя скорость, ...  означает усреднение по ансамблю реализаций, или 

пространственное усреднение на масштабах больше корреляционной длины ξ . 

 Как и в предыдущем случае, парная корреляционная функция флуктуирующей 

части скорости убывает по степенному закону (2.6), но теперь это справедливо только в 

интервале фрактальности. Например, для парного коррелятора имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 2 1 2,

h

ij i j
aK r r V r V r V
r

 = ∝  
 

    ,     a r ξ<< < , (2.47) 

где a  и 2V  определены в разделе 2.1.1. 

Вне интервала фрактальности, r ξ>> , корреляционные функции убывают 

экспоненциально. 

С учетом этого Фурье образ двухточечного коррелятора принимает вид 

 ( ) { } ( ) ( ) ( ) { }32 2
1 2 1 2 1, , 2 ,ij ijK k k k k K kξ π δ ξ= +
    

, (2.48) 
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 ( ) { }
2 3 1

2 2 2
3 2 1

, ;
,

, ,

h
h

ij h

k k
K k V a

k
ξ

ξ
ξ ξ

− −

− −

 >>∝ 
<<



 (2.49) 

где k k=


. 

Заметим, что отсюда следует однородность функции ( ) { }2 ,ijK k ξ


 как функции 

переменных k


 и 1ξ − , то есть 

 ( ) { } ( ) { }2 22 3, ,h
ij ijK k K kλ ξ λ λ ξ−=

 

. (2.50) 

Как и в предыдущем разделе, по аналогии с теорией критических явлений 

[39,40], мы будем называть параметр h  масштабной размерностью скорости ( )V r


 . 

Аналогичные соотношения справедливы для любого n -точечного коррелятора 

скорости. 

Согласно предыдущему разделу, аномальные режимы переноса (при условии 

ξ →∞ ) возникают только когда показатель экспоненты в (2.47) меньше двойки, то 

есть, когда 1h < . Ниже мы будем рассматривать только эту нетривиальную ситуацию. 

Концентрация в произвольный момент времени выражается через свое 

начальное распределение с помощью соотношения (2.10) предыдущего раздела, где  

( ), ;G r r t′   есть функция Грина, которая является решением уравнения 

 ( ) ( ), ; 0i
i

v r G r r t
t x

 ∂ ∂ ′+ = ∂ ∂ 

    (2.51) 

с начальным условием 

 ( ) ( ), ,0G r r r rδ′ ′= −
     (2.52) 

Как и ранее, мы интересуемся поведением концентрации, усредненной по 

ансамблю реализаций, ( ) ( ), ,c r t c r t≡
 .  Она также выражается через начальные 

условия с помощью (2.10), в котором надо произвести замену G  на G , где 

( ) ( ), , ;G r r t G r r t′ ′− ≡
     есть усредненная по ансамблю реализаций функция Грина 

(ниже, для краткости, просто –  функция Грина). Необходимо подчеркнуть, что 

усредненные по ансамблю реализаций функции  c  и G  относятся ко всему 

пространству (а не только к отдельному фрактальному кластеру) и нормированы на 
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трехмерный объем. Поэтому вся информация о фрактальных свойствах пространства 

содержится в свойствах поля скоростей (степенном поведении, параметрах  h  и ξ ). 

В данном разделе расчет ( ),G r r t′−
   проведен с помощью «крестовой» 

диаграммной техники, развитой в  [49] и использованной в [1,50,51] для описания 

явлений переноса в неупорядоченных средах. 

Принимая во внимание соотношения (2.45) и (2.52), перепишем (2.51) в 

представлении Лапласа 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , , ,i
i

p u G r r p r r T r G r r p
x

δ
 ∂ ′ ′ ′+ = − + ∂ 

       , (2.53) 

где  

 ( )ˆ
i

i

T r V
x
∂

= −
∂

 . (2.54) 

Рассматривая ( )T̂ r  как оператор возмущения, представим решение уравнения 

(2.53) в виде ряда теории возмущения: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
0 1 0 1 1 0 1

3 3
1 2 0 1 1 0 1 2 2 0 2

, , , , ,

ˆ ˆ, , , ...

G r r p G r r p d rG r r p T r G r r p

d r d r G r r p T r G r r p T r G r r p

′ ′ ′= − + − − +

′− − − +

∫
∫∫

        

       

 (2.55) 

где 0G  есть невозмущенная функция Грина, удовлетворяющая уравнению  

 ( ) ( )0 ,i
i

p u G r r p r r
x

δ
 ∂ ′ ′+ − = − ∂ 

    . 

Ряд теории возмущений (2.55) можно представить в следующем диаграммном виде 

 

  (2.56) 

 

 

Здесь двойная линия соответствует функции ( ), ,G r r p′  , каждая одинарная тонкая 

линия соответствует  ( )0 ,n mG r r p−
  , аргументы nr

  и mr
  соответствуют концам G -линий, 

r ′  r ′  r  
1r


 r  r ′  r  
= + + 

r ′  r  
1r


 2r


 

+… 

59 
 



а кресты – оператору возмущению (2.54). Подразумевается интегрирование по всем 

внутренним переменным. 

Проведем усреднение ряда (2.56) по ансамблю реализаций среды. Усреднению 

подлежат флуктуации скорости, входящие в операторы, обозначенные крестами 

уравнения (2.56). Как обычно среднее от произведения произвольного числа случайных 

сомножителей сводится к сумме произведений неприводимых средних (куммулянтов). 

Каждое слагаемое суммы связывается с определенным разбиением изначального 

произведения на группы сомножителей. Результат усреднения уравнения (2.56) 

принимает вид 

  (2.57) 

 

 

 

 

Здесь толстые линии представляют собой усредненную функцию Грина G  и 

пунктирные линии связывают кресты, принадлежащие общему куммулянту. Далее, 

отберем все сильно связанные диаграммы (диаграммы, не могут быть разделены на две 

части разрезанием одной 0G -линии). Означая сумму этих неприводимых диаграмм как 

M̂ , мы можем представить разложение (2.57) в виде  

 0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ...G G G MG G MG MG= + + +  

Данный ряд эквивалентен следующему операторному уравнению 

 0 0
ˆG G G MG= + , 

которое в аналитическом представлении имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
0 1 2 0 1 1 2 0 1, , , , ,G r r p G r r p d r d r G r r p M r r p G r r p′ ′ ′− = − + − − −∫

           (2.58) 

Перегруппировка членов в диаграммном разложении M̂  позволяет представить 

данное разложение как сумму неприводимых скелетных диаграмм [51] 

 

 

+ + … 

= + + + 

+ + 
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  (2.59) 

 

 

Здесь все толстые сплошные линии соответствуют G -функциям. 

В Фурье представлении уравнение (2.58) имеет вид 

 { } { }
1,

,
G k p

p iku M k p
=

+ −



 



 (2.60) 

В данном представлении уравнения (2.59) градиенты в операторе возмущения 

заменяются на волновые вектора, умноженные на мнимую единицу i , которые 

соответствуют аргументам соседних горизонтальных линий (неважно, которой из двух 

вследствие условия несжимаемости (2.3)). Каждая пунктирная линия, выходящая из 

креста, связана с его собственным волновым вектором, по которому производится 

интегрирование. Для каждой крестовой вершины (также как и для каждого 

«источника» пунктирных линий, связывающих кресты отдельного куммулянта) 

выполняется закон сохранения. Подставляя (2.60) в диаграммное разложение (2.59), 

получаем интегральное уравнение для { },M k p


. 

Данная техника изначально (см. [49], а также [49]) была развита для расчета 

функции Грина для электронов в примесных металлах. В теории примесных металлов 

[49, 51] использовалось существенное упрощение, связанное с малостью концентрации 

примеси и близостью импульса электронов к поверхности Ферми. Это позволяло 

ограничиться при вычислениях { },M k p


 первой скелетной диаграммой в (2.59). 

Данное упрощение в нашем случае неприменимо, поскольку все диаграммы в (2.59) 

имеют один порядок величины. Однако, корреляционные функции, по которым 

производится диаграммное разложение, обладают свойством масштабной 

инвариантности (2.50). Поэтому естественно предположить (а потом и доказать), что и 

=M̂  

+  
 

+  
 

+  
 

⋅⋅⋅+  
 

+  
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сам массовый оператор также обладает этим свойством. В соответствии с этим 

предположением, масштабное преобразование для { },M k p


 должно иметь вид 

 { } { }1 , , , ,M k p M k pλ λ λξ λ ξ− −∆ −∆=
 

 (2.61) 

Здесь мы также предположили равенство масштабных размерностей ∆  переменной 

Лапласа и массового оператора, что является следствием того, что они входят в 

уравнение (2.60) аддитивно. 

Рассмотрим произвольное слагаемое разложения (2.59) содержащее, например, 

n -точечную корреляционную функцию. Показатель масштабной размерности данного 

члена есть сумма показателей элементов диаграммы. В эти элементы входят n -

точечная группа корреляторов скорости (масштабный индекс ( )3n h − ), n  градиентов (

n ), ( )1n −  функций Грина ( ( )1 Gn − ∆ ), и 3n -мерный дифференциал волновых векторов 

(3n ). (Поскольку волновые вектора q , используемые как переменные интегрирования, 

входят в выражения аддитивно с k


, их масштабные индексы равны индексам k


.) 

Сумма перечисленных индексов равна масштабной размерности M , откуда получаем 

 ( ) ( )1 3 3Gn n n h n∆ = + − ∆ + − + . (2.62) 

Принимая во внимание, что по определению, масштабная размерность Фурье-Лаплас 

образа функции Грина G∆  и переменной Лапласа ∆  связаны как 

 G∆ = −∆ , (2.63) 

приходим к соотношению 

 1 h∆ = + , (2.64) 

независящему от порядка диаграммы. Поскольку уравнение (2.61) с 1 h∆ = +  

справедливо для каждого члена в (2.59), оно справедливо и для всего разложения в 

целом. 

Из установленных соотношений мы можем выписать общий вид массового 

оператора: 

 { } ( ), ,M k p pF kη ξ= −


,       
( )2 1

2
hhVak

p
η

+
 

=  
 

, (2.65) 
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где F  есть безразмерная функция двух безразмерных переменных, и множитель hVa  

получен с использованием соотношения (2.47). 

Еще один вывод касается средней скорости u . Как флуктуационная ( )V r


, так и 

средняя u  компоненты скорости имеют одну и ту же физическую размерность, и 

поэтому должны иметь одну масштабную размерность. Отсюда следует 

 u V h∆ = ∆ = . (2.66) 

Таким образом, поскольку средняя скорость может зависеть только от 

корреляциолнной длины, можно написать 

 ~
h

au V
ξ
 
 
 

. (2.67) 

 Заметим, что в пределе ξ →∞  имеем 0u = . 

 

2.2.2 Асимптотики массового оператора 

Мы начнем с анализа выражения для первой диаграммы в уравнении (2.59): 

 { }
( ) { }

{ }
2 3,

,
,

ij
i j

K q d q
M k p k k

p iku iqu M k q p

ξ
≈ −

+ − − −∫




 

  

. (2.68) 

В данном разделе мы полагаем, что переменная Лапласа p  принимает 

действительные и положительные значения. Мы рассмотрим { },M k p


 для 

произвольных комплексных значений p  как аналитическое продолжение данной 

функции с вещественной полуоси во всю комплексную плоскость в следующем 

подразделе.   

Возможны два предельных случая. 

Первый соответствует неравенству: 

 
1

1 1max ,
h

h

pk
Va

ξ
+ −

    >>  
   

. (2.69) 
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В пределе ξ →∞ , массовый оператор становится равным, полученному в предыдущих 

разделах. Из этих результатов следует, что значение интеграла (2.68) (при ξ →∞ ) в 

основном определяется  значениями переменной интегрирования 

 q k≥  при 1h hp Va k +≤   и ( )
1

1h hq p Va +≥  при 1h hp Va k +≥ . (2.70) 

 Следовательно, в случае, когда корреляционная длина ξ  удовлетворяет 

неравенству (2.69), для функции ( ) { }2 ,ijK q ξ  в подынтегральном выражении (2.68) 

следует использовать выражение в первой строчке (2.49), и слагаемыми iqu  и iku


  в 

знаменателе (2.68) можно пренебречь:  

{ } 1, ~ ,h hM k q p Va q qu ku+− >>


 . 

 Это остается справедливым для всех диаграмм высших порядков диаграммного 

разложения (2.59). В результате, выражение для { },M k p


 в пределе (2.69) принимает 

вид 

 { } ( ) ( ) ( ), , ,M k p pF k pF pη ξ η φ η= − ≈ − ∞ = −


, (2.71) 

где свойства функции ( )φ η  описаны в разделе 2.1. 

В противоположном пределе, 

 
1

1 1max ,
h

h

pk
Va

ξ
+ −

    <<  
   

, (2.72) 

главный вклад в интеграл (2.68) дают значения переменной интегрирования q  порядка 

of 1ξ − . Поэтому в знаменателе (2.68) мы можем пренебречь как p , так и  iku


 , и 

положить { } { } 1, ,0 ~ h hM k q p M q Va q +− ≅ −


  . В результате, интеграл не зависит от p  и 

k


 и оказывается порядка uξ . То же справедливо и для интегралов более высоких 

порядков разложения (2.59). Соответственно выражение для массового оператора 

принимает вид 

 { } 2,M k p D k≈ −


, (2.73) 

где, согласно выражению (2.67) эффективный коэффициент диффузии есть 
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 ~D uξ  (2.74) 

2.2.3 Поведение концентрации 

Теперь приступим к анализу поведения концентрации на достаточно больших 

временах, когда размер облака примеси существенно превосходит первоначальную 

величину. В этом случае функция Грина непосредственно описывает поведение 

концентрации. Функция ( ),G r t  определяется обратным Фурье-Лаплас 

преобразованием функции  (2.60): 

 ( )
( )

( )
( )

3

3

exp
,

2 2 ,

b i

b i

ikr ptdp d kG r t
i p iku M k pπ π

+ ∞

− ∞

+
=

+ −∫ ∫






 



,    Re 0.b >  (2.75) 

Анализ показывает, что поведение системы принципиально различается на двух 

временных интервалах, граница между которыми определяется выражением 

 
1

*

h

ht
u Va
ξ ξ +

= ≈ . (2.76) 

В интервале *t t<<  для основного облака примеси значения переменной Лапласа 

дающих основной вклад в интеграл (2.75) определяются условием 
( )11 1

*~ hhp t t Va ξ − +− −>> ≈ . Таким образом, выполняется неравенство (2.69), и массовый 

оператор определяется выражением (2.71). В этом случае характерные значения 

переменной k  в (2.75) порядка ( )
( )1 1

~
h

hk p Va
+

. Отсюда вытекает неравенство 

,ku p M<<  и, следовательно, мы можем пренебречь слагаемым iku


  в знаменателе 

(2.75). Это тем более справедливо в области хвостов, где справедливо 1p t−>> . Таким 

образом, в интервале *t t<< , мы приходим к супердиффузионному режиму, 

исследованному в разделе 2.1. В этом режиме размер облака примеси ( )R t  растет со 

временем как (2.25): 

 ( ) ( )
1

1h hR t Va t += ,  

а на больших расстояниях функция Грина убывает согласно 

 ( )
( ) ( )

( )

( )

3 1 1
1

3 2 3, exp ,
4

h h
h hB rG r t C

R tR t
ζ ζ ζ

π

− +
+

 
≅ − = 

 

 , (2.77) 
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где ( )R t  определяется выражением (2.25), а константы , ~ 1B C  вычислены в разделе 

2.1. 

На больших временах, *t t>> , в основном облаке примеси имеем оценку 

1 1
*~p t t− −<< . Отсюда следует справедливость неравенства ( )1 hhp Va ξ − +<<  

соответствующего условию (2.72). Таким образом, массовый оператор принимает 

форму (2.73) и интеграл в (2.75) приводит к классическому диффузионному 

выражению 

 ( ) ( ) ( )23
2, 4 exp

4
r ut

G r t Dt
Dt

π −  −
≈ − 

 
 

 

 . (2.78) 

Теперь рассмотрим далекую область хвостов концентрации. Как следует из 

вычислений, характерные значения волнового вектора, определяющие интеграл в (2.75) 

определяются условием  

 1~ max ,
2

rk
DtDt

 
 
 

, (2.79) 

и для расстояний 

 r ut>> , (2.80) 

условие (2.72) нарушается. Поэтому, на расстояниях (2.80) вычисления должны 

проводиться с использованием массового оператора, определенного выражением (2.71). 

Это приводит к возникновению на расстояниях r ut>>  супердиффузионного фрагмента 

хвоста. Таким образом при t t∗>>  хвост имеет двухступенчатую форму: ближняя к 

основному облаку часть определяется классической диффузией (2.78), а более 

удаленная часть определяется супердиффузионным выражением (2.77). Сравнивая 

(2.77) и (2.78), нетрудно видеть, что супердиффузионная часть хвоста убывает быстрее, 

чем часть, определяемая классической диффузией.  

Переход от одной ступени хвоста к другой происходит при * ~r ut . Характерные 

значения концентрации в этой области есть 

 ( ), exp tc r t A
t∗
∗

 
∝ − 

 
, (2.81) 

где ~ 1A . 
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Заметим, что время *t  (формула (2.76)) перехода от супердиффузионного 

режима к классической диффузии может быть интерпретировано двумя различными 

способами.  С одной стороны, на временах 
1

*~
h

ht t
Va
ξ +

=  размер облака примеси 

становится порядка корреляционной длины, ( )* ~R t ξ . Таким образом, при *t t>  среда 

может рассматриваться как статистически однородная, так что дисперсия примеси 

происходит по классическому диффузионному закону (2.78). С другой стороны, из 

оценки ( )* ~R t ξ  следует соотношение 

 ( ) 1 2

~ ~ ~
h

h

R t
u u Va D

ξ ξ ξ+
∗ , (2.82) 

которое означает, что размер облака примеси, определяемый супердиффузионным, 

либо классическим диффузионным режимом, при *~t t  становится порядка среднего 

смещения частиц, определяемым скоростью u . 

Для объяснения формы концентрационного хвоста можно предложить 

следующую качественную интерпретацию. На ранних временах, *t t< , перенос 

примеси происходит со скоростью ( ) ~
hav r V

r
 ⋅ 
 

. На поздних временах, *t t> , большая 

часть примеси движется со скоростями ( )~v v ξ , хаотично направленными на 

расстояниях r ξ> . Это, как обычно, приводит к классической диффузии. Можно 

сказать, что «столкновения» элементов жидкости разрушает корреляции при r ξ> . 

Однако часть частиц примеси сохраняет свое скоррелированное движение (без 

«столкновений»). Эти частицы проникают на расстояния много больше, чем частицы в 

основном облаке. Их количество мало и они формируют супердиффузионный хвост на 

больших расстояниях при больших временах. Таким образом, область 

супердиффузионного хвоста при *t t>  определяется условием ( )r v tξ> . В этой 

области классическая диффузия с длиной прыжка ξ  и скоростью ( )v ξ  невозможна. 

 

2.2.4   Краткое обсуждение 

В данном подразделе исследовано влияние конечного радиуса корреляции на 

перенос примеси в поле случайной адвекции во фрактальной среде. Найдено 

характерное время, *t , разделяющее временные интервалы с разными режимами 

67 
 



переноса. На малых временах, *t t<< , перенос происходит в режиме супердиффузии, 

подробно описанном в разделе 2.1. На более поздних временах, *t t>> , когда размер 

облака примеси становится больше корреляционной длины, режимом переноса 

становится классическая диффузия (адвекция диффузия). 

Данный результат (переход к режиму классической диффузии) находится в 

согласии с результатами [53], где миграция примеси во фрактальной среде с конечным 

радиусом корреляции исследовалась численно для диффузии примеси на фрактале. В 

этом случае, на временах, когда размер облака примеси (или, что то же, средняя 

дисперсия частиц примеси) превышала корреляционную длину, субдиффузионный 

режим переноса примеси сменялся классическим диффузионным режимом.  

 Нами показано, что эффективный коэффициент диффузии на больших временах 

определяется произведением средней (дрейфовой) скорости и корреляционной длины. 

На больших временах хвост концентрации состоит из двух ступеней. Наиболее 

близкая часть хвоста описывается зависимостью, определяемой классической 

диффузией, а более удаленная часть – супердиффузионной зависимостью. Данный 

расчет еще раз подтверждает общий вывод о том, что при смене режима переноса в 

основном облаке, хвост концентрации становится многоступенчатым, причем более 

удаленные части хвоста соответствуют  более ранним режимам переноса. 

Заметим, что соотношение между показателем степени 1
1 h+

 в выражении (2.25) 

и степенью  1 h
h
+  безразмерной переменной ζ  в (2.77) согласуется с соотношением 

между фрактальной размерностью случайных блужданий 1
wd −  и показателем 

1
w

w

du
d

=
−

 

соответствующей переменной для субдиффузии на фрактале, предложенном, например, 

в [54, 55] на основе скейлинговых соотношений для субдиффузии примеси на 

фракталах. Эти соотношения предсказывают, что при супердиффузионном режиме 

концентрация на больших расстояниях убывает быстрее, чем согласно гауссовой 

закономерности, в то время как для субдиффузионного режима ситуация обратная. 

 

 

68 
 



2.3 Динамические флуктуации поля скоростей инфильтрации  

 
До сих пор мы рассматривали модель случайной адвекции примеси в 

предположении, что поле скоростей переноса не зависит от времени. Тем не менее, 

возможны случаи, когда это не так. Примером является перенос в ненасыщенных 

средах. Здесь, наряду с силами гравитации и вязкости, существенную роль играют силы 

капиллярного давления. Движение жидкости можно представить как каскад переходов 

между метастабильными состояниями, формирование которых обусловлено действием 

капиллярных сил. Это означает, что поле скоростей адвекции флуктуирует не только в 

пространстве, но и во времени. Проанализируем возможные последствия этих 

флуктуаций 

 

2.3.1 Корреляционная функция скорости при учете динамических 

флуктуаций 

Прежде чем рассматривать вопрос, как динамические флуктуации влияют на 

перенос примеси, выясним, каким образом данные флуктуации проявляют себя при 

описании характеристик поля скоростей. Рассмотрим это на примере инфильтрации 

жидкости в ненасыщенных геологических средах. 

Хорошо известно, что при уменьшении насыщения в пористой среде всегда 

остается некоторое количество влаги, которое локализуется в случайно расположенных 

в пространстве областях и удерживается там капиллярными силами. Когда имеется 

дополнительный приток жидкости с границы, капли начинают расти, и при достижении 

некоторого критического размера становятся неустойчивыми и под действием силы 

тяжести начинают движение вниз. В процессе движения они разбиваются на более 

мелкие капли, которые, в свою очередь, взаимодействуют с нижележащими каплями, и 

процесс повторяется. Данная динамическая система относится к классу 

рассредоточенных (extended) диссипативных динамических систем. Наличие большого 

числа метастабильных состояний (различных конфигураций «висящих» капель) 

приводит к тому, что после возмущения, система переходит из одного метастабильного 

состояния в другое. Совокупность таких метастабильных состояний образует, так 

называемое, состояние СамоОрганизованной Критичности (СОК) [56]. В настоящее 

время не существует исчерпывающего описания СОК состояний, однако можно 

выделить три основных свойства, важных для дальнейшего [56-58]. 
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1. Метастабильные структуры обладают свойством пространственного 

самоподобия, что означает, что набор траекторий капель может рассматриваться 

как перколяционный кластер. Поэтому для описания усредненного во времени 

движения можно использовать результаты классической перколяционной 

теории. 

2. Корреляции флуктуаций в широком временном диапазоне характеризуются 

спектром 1
f α  с 1α  .Это означает, что наряду с пространственным 

самоподобием имеет место временное самоподобие, которое должно быть 

принято во внимание при описании скейлинговых соотношений. Таким образом, 

время в данном случае имеет собственную масштабную размерность. 

3. Критичность возникает в результате подстраивания одного или более 

управляющего параметра (например, в данном случае это внешний поток 

жидкости). Система, обладающая свойствами СОК, приходит к конечному 

состоянию независимо от начальных условий. 

Ниже мы будем считать, что необходимые условия, для того чтобы система 

находилась в состоянии СОК выполнены, так что свойства течения жидкости и перенос 

примеси определяются положениями 1 и 2. В предыдущих разделах данной главы были 

обсуждены следствия, к которым приводит п. 1. Перейдем к обсуждению п. 2. 

Вследствие того, что поле скоростей теперь испытывает также и флуктуации во 

времени, парный коррелятор скорости зависит не только от пространственных 

координат, но также и от скорости: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 2, , ,ij i jK r t v r t v r t′ ′=

   ; 1 2 1 2,1r r r t t t= − = −
   . (2.83) 

Учитывая свойство самоподобия, которым обладает система в области 

фрактальности a r ξ< < , функция ( ) ( )2 ,ijK r t  теперь обладает свойством 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 22, ,t h
ij ijK r t K r tλ λ λ∆ −=

  , (2.84) 

где вводится новый индекс, соответствующий масштабной размерности времени t∆ , 

характеризующий динамические свойства системы [47]. 

Рассмотрим пространственно-временной Фурье образ парной корреляционной 

функции 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 , expij ijK k d r dt K r t i kr tω ω = − − ∫
 

  . (2.85) 

Наиболее общий вид данной функции есть 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1
ij ijK k K k F kω δ ω ω

ω
 = +  

  

, (2.86) 

где ( ) ( )2
ijK k



, по-прежнему, определяется первой строчкой (2.49), а для ( ),F k ω  

справедливо 

 ( ) ( ) 1
1

11

1, , ,
z

h h
t

t h aF k f z t
Va k V
ω ω

ω
−

+

  +
= = = 

∆  
 (2.87) 

Данное соотношение отражает тот факт, что вследствие масштабного 

соотношения (2.84) и определений (2.85) и (2.49), функция ( ) ( )2
ijK kω



 должна быть 

произведением ( ) ( )2
ijK k



 и функции, имеющей размерность обратной частоты. Наиболее 

общий вид такой функции записан в квадратных скобках (2.86), где слагаемое с дельта-

функцией есть результат преобразования Лапласа стационарной части корреляционной 

функции. Данное слагаемое соответствует конечному (ненулевому) значению функции 
( ) ( )2 ,ijK r t  при t →∞ . Второе слагаемое в правой части (2.86) описывает динамические 

флуктуации. Структура самоподобной переменной, являющейся аргументом f , 

следует единственно из инвариантности корреляционной функции при масштабных 

преобразованиях в области фрактальности. 

 

 2.3.2 Влияние динамических флуктуаций на режим переноса 

В основу рассмотрения положим уравнение переноса (2.1), в котором теперь 

скорость , в отличие от стационарной теории стохастической адвекции, является 

функцией не только координат, но и времени, ( ),v v r t=
   .  Скорость  является 

случайной величиной и характеризуется своими корреляционными функциями. 

Свойства простейшей из них – парной корреляционной функции были 

проанализированы в предыдущем разделе. Как и везде в диссертации, будем считать, 

что скорость удовлетворяет условию несжимаемости. 

Уравнению (2.1) сопоставим запаздывающую функцию Грина, которая 

определяется неоднородным уравнением 

v

v
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 ( ) ( ) ( ) ( ), , ; ,i
i

v r t g r r t t r r t t
t r

δ δ
 ∂ ∂ ′ ′ ′ ′+ = − − ∂ ∂ 

      (2.88) 

и удовлетворяет условию причинности 

 ( ), ; , 0
t t

g r r t t
′<

′ ′ =
  . (2.89) 

Распределение концентрации примеси в момент времени t , ( ),c r t , выражается через 

это распределение в начальный момент времени 0t =  соотношением 

 ( ) ( ) ( )3, , ; ,0 ,0c r t d r g r r t c r′= ∫
     (2.90) 

Как и ранее, будем интересоваться распределением концентрации, усредненным 

по ансамблю реализаций среды ( ) ( ), ,c r t c r t≡< >
  . Выражение для него получается из 

(2.90) заменой c c→ , g G→ , где ( ) ( ), , ; ,G r r t t g r r t t′ ′ ′ ′− − ≡< >
     – усредненная по 

ансамблю функция Грина (далее для краткости будем называть ее просто функцией 

Грина). Как и в разделе 2.2 для стационарного случая, вычисление функции ( ),G r t  

будем производить методами квантовой теории поля на основе “крестовой” 

диаграммной техники, разработанной в [49] и нашедшей дальнейшее применение в 

теории переноса по неупорядоченным средам [1, 50, 51]. Ранее мы пользовались 

представлением Фурье по пространственным координатам и Лапласа – по времени. 

Теперь, связи с тем, что оператор ( ),v r t ∇
  , который описывает взаимодействие со 

средой и является одним из основных элементов диаграмм, зависит от времени, 

вычисления удобней проводить в представлении Фурье - как по пространственным 

координатам, так и по времени: 

 ( ) ( )3 , expkG d r dt G r t i kr tω ω = − − ∫



   (2.91) 

Из условия причинности (2.89) следует, что величина kG ω
  является аналитической 

функцией в верхней полуплоскости комплексной частоты ω . 

Подобно стационарной теории, вводим массовый оператор kM ω
  посредством 

соотношения 

 
1

k
k

G
i Mω

ωω
=
− +





 (2.92) 
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Как и функция Грина, массовый оператор является аналитической функцией частоты в 

верхней половине комплексной плоскости. 

Отметим, что вследствие условия (2.89) соответствие между представлением 

Фурье и представлением Лапласа по времени для функции Грина { },G k p


 

 { } ( ) ( )3

0

, , expG k p d r dt G r t ikr pt
∞

= − −∫ ∫
 

  ,  

как и для массового оператора { },M k p


, имеет вид: 

 ipω ↔ . (2.93) 

Поэтому имеем соотношения: 

 { } { }, , ,k kG k ip G M k ip Mω ω= = 

 

. (2.94) 

Величина kM ω
  описывается последовательностью неприводимых скелетных 

диаграмм, которая формально совпадает с той, что имела место в стационарной теории 

стохастической адвекции (2.59). 

 Как и там, прямые горизонтальные отрезки линий на графиках в равенстве (2.59) 

отвечают функциям Грина. Как и в стационарной теории, каждый крест дает 

множитель ( )m
iik , либо ( )n

iik , где ( )mk


 и ( )nk


 - волновые вектора G - линий, соединенных 

с крестом, соответственно, справа и слева. Оба варианта эквивалентны в силу условия 

(2.3). Как и в стационарной теории, индивидуальная пунктирная линия на графиках 

отвечает парной корреляционной функции скоростей, а пунктиры, объединенные 

кольцом, отвечают неприводимым n -точечным корреляторам (кумулянтам с 2n > ). 

Отличие от стационарной теории состоит в том, что теперь пунктирные линии 

являются носителями не только волнового вектора, но и частоты. Соответственно, 

каждой крестовой вершине отвечают законы сохранения и волновых векторов и частот. 

Каждый прямой отрезок (функция Грина) отличается не только своим волновым 

вектором, но и частотой. По частотам пунктирных линий теперь, как и по волновым 

векторам, проводится интегрирование. В качестве примера, на скелетной диаграмме 

второго порядка для поляризационного оператора (2.59) указаны волновые вектора и 

частоты составляющих диаграмму линий. 
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  (2.95) 

 

 

 

Для того чтобы получить представление о роли динамических эффектов в 

процессах переноса примеси за счет стохастической адвекции, оценим выражение для 

вклада в поляризационный оператор – 

 ( )2d
kM ω
 ,  

получающегося из диаграммы (2.95), если в ней для функции Грина (прямого отрезка) 

воспользоваться результатом стационарной теории 

 ( ) ( ) 1s s
k kG i Mω ωω

−
= − +  , (2.96) 

а для пунктирной линии подставить динамическую часть корреляционной функции 

(отвечающую второму слагаемому в скобках справа в формуле (2.86)) 

 ( ) ( ) 2 3
1

1,
z

d h
ij hK k k f

k
ωω

ω
−

+

 
∝  

 



. (2.97) 

 Как показано в предыдущих разделах, для поляризационного оператора имеем 

 ( ) ( )
2

2 1,s h
kM p k iω φ η η ω −

+= = − . (2.98) 

Здесь и до конца подраздела в качестве единиц измерения волнового вектора и частоты 

приняты, соответственно, 1/ a  и /V a . 

Подставляя соотношения (2.96)-(2.98) в (2.95) и вводя переменную 

 ( )1 /h zu
k
ω
+

′
=

′
 (2.99) 

для величины ( ) ( )2 ,dM k ω


 получаем оценку 

( )( )=ω,kM


2  

ωω ′−′− ,kk


 

ω′′,k


 

ω,k


 

 

ω,k

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( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 3
2 2 3

1
11 /

1 /

~
h

d z
k h

hh z
h z

du kM k d k f u
u k k

i uk k k
i uk

ω

ω φ
ω

−+∞

+−∞
++

+

′
′

 ′− ′ ′− − + −  ′− − 
 

∫ ∫

 

 

 (2.100) 

Пусть 1z = . Тогда преобразованием k kλ→
 

, 1 hω λ ω+→  с одновременным 

переходом к новой переменной интегрирования /k k λ′ =
 

, вместо переменной k


, 

убеждаемся из (2.100), что функция ( )2d
kM ω
  удовлетворяет соотношению 

 ( ) ( )
1

2 21
h

d dh
kk

M M ωλ λ ω
λ+

+= 
  (2.101) 

Это означает, что ( )2 1/d h
kM kω

+
  является функцией автомодельной переменной 

( )
2

2 1 hk iη ω −
+= − , и, следовательно, величина ( )2d

kM ω
  имеет такую же структуру, как и 

поляризационный оператор в стационарной теории стохастической адвекции (2.98). 

Данное свойство, как нетрудно убедиться, сохраняется для всей бесконечной 

последовательности диаграмм для поляризационного порядка с учетом обеих 

составляющих корреляционных функций – статической и динамической. Отсюда 

следует, что при условии 1z =  динамические флуктуации не приводят к изменению 

структуры поляризационного оператора. Поэтому общие закономерности переноса 

примеси, установленные в стационарной теории, остаются в силе и в динамической 

теории. 

Рассмотрим теперь свойства величины ( )2d
kM ω
 ,определяемой равенством (2.100), 

при значениях 1z < . Учитывая то, что характерные значения переменной u  под 

интегралом в (2.100) соответствуют ~ 1u , а также то, что основной вклад в интеграл по 

переменной k′  дает область значений 

 { }1/1~ max , hk k ω +′ ,  

видим, что слагаемые ( )1 /h zuk +′  в знаменателе подынтегрального выражения (2.100) 

приводят к малым поправкам. Пренебрегая ими, мы приходим к выводу, что в 

отношении зависимости от аргументов ,k ω


 величина ( )2d
kM ω
  при 1z ≤  имеет структуру 

(2.98). Этот вывод сохраняется и по отношению к графику любого порядка, 

принадлежащему последовательности диаграмм для поляризационного оператора. 
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Таким образом, независимо от значения индекса 1z ≤  мы заключаем, что 

динамические флуктуации сами по себе не приводят к изменению закономерностей 

переноса примеси в модели стохастической адвекции. Это означает, что результаты, 

полученные в стационарной теории стохастической адвекции на этапе построения 

теории до учета стоков в слабопроницаемую компоненту среды, остаются в силе и при 

наличии динамических флуктуаций. 

Подчеркнем, однако, что данный вывод был получен в рамках модели случайной 

адвекции без учета возможного влияния на перенос ловушек (второй пористости, 

которая будет рассмотрена ниже в главах 4 и 5). 
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ГЛАВА 3 

СЛУЧАЙНАЯ АДВЕКЦИЯ В АНИЗОТРОПНЫХ ФРАКТАЛЬНЫХ СРЕДАХ 

 

Описанная в предыдущей главе модель случайной адвекции примеси с медленно 

убывающими корреляциями флуктуаций скорости позволяет при своей наглядной 

физической постановке учесть принципиальные особенности переноса в изотропных 

фрактальных средах. Основным результатом модели явилось то, что при достаточно 

медленном пространственном убывании коррелятора флуктуаций скорости (показатель 

убывания парного коррелятора скорости с расстоянием, h2 , должен быть меньше 

двойки) перенос примеси происходит в режиме супердиффузии. Именно, размер облака 

примеси R  растет со временем как tγ  с 1 2 1γ< < , причем γ  и h  связаны 

соотношением: ( ) 11 hγ −= + . Также было показано, что на достаточно больших 

временах, когда размер облака примеси превосходит корреляционный радиус среды ξ , 

режимом переноса становится классическая диффузия, параметры которой 

определяются величиной ξ . Учет возможных динамических флуктуаций поля 

скоростей не приводит к появлению новых режимов переноса. 

Все предыдущие исследования проводились в предположении, что поле 

флуктуирующей компоненты скорости адвекции является изотропным. Однако 

наличие выделенного направления, определяемого, например, вектором силы тяжести, 

с необходимостью приводит к тому, что статистические свойства флуктуирующих 

параметров приобретают анизотропный характер. Определение свойств анизотропных 

течений во фрактальных средах относится к классу задач направленной перколяции, 

исследованию которой посвящен ряд работ [59-61]. Из результатов этих работ, в 

частности, следует, что при наличии анизотропии сохраняется степенной характер 

убывания корреляционных функций, являющийся, в конечном итоге, следствием 

самоподобия фрактальных сред. В настоящей главе нами проведено исследование 

процесса переноса примеси в поле случайной адвекции при наличии сильной 

анизотропии, в предположении, что корреляционные функции скорости убывают 

степенным образом.  

План главы следующий. В первом разделе описана постановка задачи, 

сформулированы основные представления о свойствах среды переноса. Во втором 
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разделе выведены основные уравнения модели и проведен масштабный анализ 

входящих в уравнения величин. В третьем разделе описано поведение концентрации 

примеси в основном облаке и на асимптотически больших расстояниях при условии, 

что размер облака примеси существенно меньше корреляционного радиуса среды. 

Рассмотрены два случая: 1) когда перенос примеси происходит в режиме 

супердиффузии во всех направлениях, и 2) когда в одном из направлений условия 

супердиффузионности переноса нарушаются. В четвертом разделе рассмотрен режим 

переноса на больших временах, когда размер основного облака среды становится 

больше корреляционного радиуса среды. В заключительном разделе приведены 

основные выводы этого раздела. 

 

3.1 Постановка задачи  

Базовым уравнением, описывающим перенос примеси, является уравнение (2.1) 

предыдущей главы для микроскопической концентрации частиц ( ),c r t , где теперь 

( )v r   является случайной анизотропной функцией координат. Мы, по-прежнему, 

рассматриваем несжимаемую жидкость, так что поле скоростей удовлетворяет 

уравнению (2.3): 0=vdiv  . 

Далее мы будем строить модель для величин, усредненных по ансамблю 

реализаций среды. Такое усреднение приводит, ввиду однородности пространства, к 

тому, что характеризующие среду величины, зависевшие до усреднения от одной 

пространственной переменной, теперь будут константами. Величины, ранее 

зависевшие от двух и более координат, теперь будут функциями только разностей этих 

координат. Процедуру усреднения мы будем обозначать скобками ... . 

Поскольку мы рассматриваем среды с конечным радиусом корреляции, скорость 

адвекции имеет среднюю и флуктуационную части, определяемые согласно (2.44) и 

(2.45) предыдущей главы. 

 Основным свойством рассматривавшейся ранее изотропной случайно-

неоднородной фрактальной среды являлось то, что в достаточно большой 

пространственной области (ее границы будут определены позже) отсутствует какой-

либо пространственный масштаб, который определял бы поведение системы. Другими 

словами, среда являлась самоподобной. Этот факт позволил нам воспользоваться 
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идеями теории критических явлений [46, 47], и рассматривать среду и вместе с ней 

процессы переноса, обладающими свойством масштабной инвариантности. Напомним, 

что в соответствии с этим положением, при изменении пространственного масштаба в 

λ  раз и одновременном изменении всех физических величин A  (зависящих от 

координат) в A∆λ  раз, уравнения, описывающие поведение системы, остаются 

неизменными. Величина A∆  называется масштабной размерностью величины A . 

Отсюда, в частности, следовало, что корреляторы флуктуирующей компоненты 

скорости должны с расстоянием убывать степенным образом, так что n -точечный 

коррелятор, определяемый соотношением ( ) ( ) ( ) ( ) ( )niiin
n

iii rVrVrVrrrK
nn

 ...,..., 2121... 2121
= , в 

изотропном случае должен был быть однородной функцией координат порядка nh−  

для любых пар точек ji rr  ,  в пространственном диапазоне фрактальности. Здесь 0>h , а 

скобки  означают усреднение по ансамблю реализаций. 

В случае анизотропной фрактальной среды последняя уже не обладает 

свойством самоподобия. Вместо этого она является самоафинной [52]. В соответствии с 

этим, уравнения сохраняют свой вид, если при масштабных преобразованиях каждой 

координате будет приписана своя собственная масштабная размерность. Рассмотрим, к 

чему приводит данное утверждение. 

Основной величиной, определяющей процесс адвекции примеси, является 

корреляционная функция флуктуирующей компоненты скорости. Будем исследовать 

задачу в декартовых координатах ( )zyx ,, , полагая ось Oz  направленной вертикально 

вниз вдоль вектора силы тяжести. Введем обозначения  { }zr ,ρ

= , где ( )yx,=ρ
  

двумерный вектор. 

Тогда, при масштабном преобразовании 

 { } { }zz λρλρ β ,, 1 

→  (3.1) 

парный коррелятор для z  - компоненты флуктуирующей скорости в интервале 

фрактальности удовлетворяет соотношению 

 ( ) ( ) ( ) ( )rKrK zz
h

zz
 222 −→ λ . (3.2) 

Аналогичные соотношения с заменой 2hλ−  на nhλ−  справедливы для z  компонент n - 

точечных корреляционных функций. 
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В соответствии с (3.1), (3.2), h  и β  есть индексы, характеризующие случайное 

поле скоростей. Как показано в предыдущей главе, при значениях 1h >  перенос 

определяется короткими некоррелированными прыжками, так что вместо масштабной 

инвариантности имеет место статистически однородный случай. В итоге перенос 

определяется классическим диффузионным режимом. Поэтому, в данной главе мы 

будем рассматривать нетривиальный случай 1h < . Условия на возможные значения β  

мы проанализируем ниже.  

В соответствии с введенным выше определением масштабной размерности, из  

соотношений (3.1) и (3.2) следует, что масштабными размерностями координат и 

коррелятора скорости являются 

 11, ,z ρ β
∆ = ∆ =  (3.3) 

 2
zzK h∆ = − . (3.4) 

Для того, чтобы коррелятор как функция координат обладал нужной 

масштабной размерностью, он должен выражаться через определенную степень этих 

координат и безразмерную функцию от автомодельных безразмерных переменных. 

Учитывая также физическую размерность входящих величин, выражение для ( ) ( )2
zzK r  

можно представить в виде: 

 ( ) ( )
2

2 2
h

zz

a a
K r V

z z a

β

β

ρ
ϕ

⊥

  
≅        

 

 , (3.5) 

где ρ ρ=
 , и ( )xϕ  безразмерная функция автомодельной переменной. 

Выражение (3.5) справедливо в интервале фрактальности 

 ,a z b a bρ⊥ ⊥<< << << <<
 

, (3.6) 

где a


 и b


, и a⊥  и b⊥  - соответственно, нижние и верхние границы интервала 

фрактальности в продольном и поперечном направлениях. Верхняя граница интервала 

фрактальности может определяться либо размерами области, которую занимает среда в 

данном направлении Lα , либо корреляционной длиной αξ , где ,α = ⊥ , понятие 

которой мы рассмотрим чуть позже. 

Функция ( )xϕ  описывается следующими асимптотическими выражениями 
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( )
( ) 2

0 ,

~ .h

x const

x x

ϕ

ϕ −

→ →

→∞
 (3.7) 

которые обеспечивают конечность и отличие от нуля коррелятора вдоль оси Oz  и в 

плоскости вектора ρ


. В соответствии с выражениями (3.7) асимптотики для ( )2
zzK  

имеют вид: 

 

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2
2 2

, ,

, .

h

zz

h

zz

a zK r V
z a a

a zK r V
a a

β

ββ

ρ

ρ
ρ

⊥

⊥

⊥

  
≅ >>   

   

  
≅ <<   

   











 (3.8) 

Другие компоненты парного коррелятора также строятся исходя из масштабной 

размерности входящих в соотношения величин, причем размерность этих компонент 

устанавливаются исходя из условия несжимаемости (2.3). Для коррелятора поперечной 

компоненты скорости получаем: 

 22 2K h
ρρ β

∆ = − − + . (3.9) 

Соответственно, для асимптотик коррелятора ( )2Kρρ  имеем 

 

( ) ( )

( ) ( )

22 2
2 2

2 2 2
2 2

, ,

, .

h

h

a zK r V
z a a

a zK r V
a a

β
β

ρρ

ββ β

ρρ

ρ

ρ
ρ

− +

⊥

− +

⊥

⊥

  
≅ >>   

   

  
≅ <<   

   











 (3.10) 

Поскольку естественным физическим условием является убывание корреляторов 

с увеличением расстояния, из (3.10) следует условие на допустимые значения β  : 

 1
1 h

β >
+

  (3.11) 

В изотропной среде величина ξ , определяет верхнюю границу размера области, 

в которой среда обладает свойством самоподобия. Если в среде имеется величина, 

имеющая среднюю и флуктуирующие компоненты, то ξ  определяет масштаб, на 

котором парный коррелятор флуктуирующей величины оказывается порядка квадрата 
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среднего значения этой величины. Отсюда для средней скорости 0v  в изотропной 

модели случайной адвекции следует формула  (2.67): 0

h
av ~ V
ξ
 
 
 

. 

В отличие от изотропной среды, в нашей задаче имеются две корреляционных 

длины. Учитывая, что средняя скорость 0v  направлена вдоль оси z , величина ξ , 

входящая в (2.67), определяет корреляционную длину именно в этом направлении: 

ξ ξ≡


. Поскольку макроскопические величины ξ


 и ξ⊥ , характеризующие свойства 

среды по ансамблю реализаций имеют физические размеры координат, то им должны 

быть приписаны те же масштабные размерности, что и z  и ρ . Тогда, в соответствии с 

масштабными размерностями (3.3), имеем 

 
a a

βξ ξ⊥

⊥

 
≈  
 





. (3.12) 

На расстояниях z ξ>>


, ρ ξ⊥>>  корреляции флуктуирующих компонент 

скорости экспоненциально убывают. 

На практике именно величина 0v  задается внешними условиями и является 

параметром, который и определяет размер области фрактальности среды ξ


. Отметим, 

что в общем случае средняя скорость 0v  может зависеть от координат, но это может 

быть только на масштабах много больших корреляционной длины, и поэтому нами не 

рассматривается. 

В заключение раздела отметим еще одно важное отличие нашей задачи от 

изотропной модели случайной адвекции, касающееся структуры корреляционных 

функций. В изотропном случае наличие симметрии по отношению к инверсии 

координат приводит к тому, что все корреляторы нечетных порядков равны нулю. 

Действительно, аргументы корреляционной функции определяются модулями разности 

между пространственными координатами и не меняются при инверсии координат, а 

скорости при этом меняют знак на противоположный. В итоге нечетные корреляторы 

меняют знак, и из требования симметрии должны обращаться в нуль. При наличии 

выделенного направления (определяемого в нашем случае вектором силы тяжести)  

симметрия по отношению к замене направления оси Oz  на противоположное 
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отсутствует, и  компоненты корреляторов, содержащих нечетное количество z - 

компонент скорости, вообще говоря, отличны от нуля. 

 

3.2 Макроскопические уравнения переноса и масштабный анализ 

Концентрация примеси, усредненная по ансамблю реализаций, ( ) ( )trctrc ,, 

= , 

удовлетворяет стандартному уравнению сохранения числа частиц (2.5). В отличие от 

изотропного случая общее выражение для макроскопической плотности потока частиц 

примеси теперь принимает вид (ср. с (2.6)) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0

,
, ,

,
, , .

t

i ij
j

t

i iz

c r t
J r t dt dr f r r t t

r

c r t
dt dr f r r t t v c r t

t
δ

−∞

−∞

′ ′∂
′ ′ ′ ′= − − − −

′∂

′ ′∂
′ ′ ′ ′− − − +

′∂

∫ ∫

∫ ∫



   



   

 (3.13) 

Здесь функции отклика ( )trf ij , , ( ),if r t  определяются распределением 

флуктуирующей части скорости адвекции. По повторяющимся индексам 

подразумевается суммирование. 

Наша среда после усреднения по ансамблю реализации обладает следующими 

свойствами симметрии. Во-первых, наличие выделенного направления приводит к 

отсутствию симметрии при отражении пространства относительно плоскости, 

перпендикулярной данному направлению z z→− . Во-вторых, в самой указанной 

плоскости среда миграции является изотропной. 

Учитывая эти свойства, заключаем, что отличными от нуля являются только три 

компоненты ядра оператора потока (3.13): zzz fff ,, ρρ . 

Как и раньше мы рассматриваем задачу с начальными условиями 

( ) ( ) ( )0,0c r c r=
  , без источника в правой части уравнения. Тогда средняя концентрация 

примеси ( ),c r t  в произвольный момент времени связана с ее начальным 

распределением  ( ) ( ) ( )0,0c r c r=
   с помощью соотношения 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, ,c r t G r r t c r dr′ ′ ′= −∫
     . (3.14) 

Фурье-Лаплас образ функции Грина ( ),G r t  
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 ( )trGeddzedtG qizipt
pk ,2

0





 ∫∫∫ −−
∞

−= ρκρ , (3.15) 

согласно уравнению (2.5) и соотношению (3.13) имеет вид 

 ( )( ) 1
,kpG p M k p

−
= −



, (3.16) 

где 

 ( ) ( ) ( ) 0
0 0

, , ,pt ikr pt ikr
i j ij i iM k p k k dt e dr e f r t ik p dt e dr e f r t i vκ

∞ ∞
− − − −= − − −∫ ∫ ∫ ∫

 

 



    . (3.17) 

В дальнейшем функцию ( ),M k p


, как и прежде, будем называть массовым 

оператором. В соответствии с наличием выделенного направления в прямом 

пространстве, введем продольную κ  и поперечные q  компоненты волнового вектора: 

( ),k q κ=


 . 

Исходя из свойства масштабной инвариантности рассматриваемой анизотропной 

фрактальной среды, определим масштабные индексы введенных величин. Из 

определения парного коррелятора и соотношения (3.4) следует значение масштабной 

размерности продольной компоненты скорости 

 h
zv −=∆ . (3.18) 

Учитывая, что при масштабном преобразовании (3.1) элемент объема 

преобразуется как 

 rdrd  3
21

3 βλ
+

→ , (3.19) 

а полное число частиц в среде 

 ( ) rdtrcN  3
0 ,∫= , (3.20) 

не меняется, получаем масштабные размерности средней концентрации и функции 

Грина  

 







+−=∆=∆
β
21Gc . (3.21) 
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Принимая во внимание то, что по определению J vc=


 , и воспользовавшись 

соотношениями (3.18) и (3.21), получаем масштабные размерности компонент 

плотности потока 

 

21 ,

12 .

zJ

J

h

h
ρ

β

β

 
∆ = − + + 

 
 

∆ = − + + 
 

 (3.22) 

Отсюда и из основного уравнения (2.5) следует выражение для масштабной 

размерности времени 

 ht +=∆ 1 . (3.23) 

И, наконец, воспользовавшись соотношением (3.13) имеем для компонент 

интегральных ядер плотности потока 

 

( )

21 ,

21 2 ,

3 2 .

z

zz

f

f

f

h

h

h
ρρ

β

β

 
∆ = − + + 

 
 

∆ = − + + 
 

∆ = − +

 (3.24) 

Аналогично определяются масштабные размерности величин в Фурье-Лаплас 

представлении. 

Из того, что масштабные размерности произведений pt  и kr


  равны нулю, 

следует, что размерности самих переменных Лапласа и Фурье равны 

 ( )1p t h∆ = −∆ = − + ,  1κ∆ = − ,  1
q β

∆ = − . (3.25) 

В соответствии с определением (3.15) размерность функции Грина в Фурье-

Лаплас представлении равна 

 1
pkG h∆ = + . (3.26) 

Из соотношения (3.16) следует, что масштабная размерность поляризационного 

оператора равна размерности переменной Лапласа: 

 ( )1
pkM p h∆ = ∆ = − + . (3.27) 
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Отметим, что результаты этого раздела справедливы, только если свойства 

переноса примеси определяются той частью коррелятора скорости (3.5), которая 

соответствует интервалу фрактальности. В противном случае перенос примеси 

описывается классическим уравнением диффузии-адвекции. 

 

3.3 Поведение концентрации примеси  

Пространственно-временное поведение концентрации примеси на временах, 

когда размер облака примеси существенно превосходит начальную величину, 

определяется (см. (3.14)) функцией Грина. Для ее описания нам необходимо знать 

свойства массового оператора (3.17). 

В данном разделе мы проанализируем поведение концентрации на временах, 

когда размер облака примеси не превышает величины корреляционного радиуса ξ . Как 

следует из результатов предыдущей главы, на этих временах перенос частиц в 

основном определяется флуктуационной компонентой скорости, а  смещением частиц 

вследствие средней скорости адвекции 0v  мы можем пренебречь. Поэтому в данном 

разделе мы не рассматриваем последнее слагаемое в выражении (3.17). 

 Исходя из полученных в предыдущем разделе результатов, запишем 

компоненты ядра потока в следующем общем виде. 

 ( )
1 2

13~ ,
h

z

aVf
a z

β

ϕ η ς
+ +

 
 
 





 (3.28) 

 ( )
1 2 22

22 ,
h

zz

aVf
a z

β

ϕ η ς
+ +

 
=  

 




 (3.29) 

 ( )
3 22

32 ,
haVf

a zρρ ϕ η ς
+

⊥

 
=  

 
  (3.30) 

 
( )

1
1h h

z

a Vt
η

+

=



,        
( )( ) ( )

1
1 1 1h ha Vtβ β

ρς
+ − +

⊥

= , при   ,z a aρ ⊥>> >>


 (3.31) 

и 

 3~z
Vf
a


, 2

2

~
ΙΙa

Vf zz , 2

2

~
⊥a

Vf ρρ    при   ,z a aρ ⊥≤ ≤


. (3.32) 
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Здесь ( )1 ,ϕ η ς  есть безразмерные функции двух автомодельных переменных с 

нулевой размерностью. 

Представим массовый оператор (3.17) в виде 

 adpMiMqMM κκ ++= ⊥ΙΙ
22 , (3.33) 

где ΙΙM , ⊥M , adM  определяются Фурье-Лаплас преобразованиями от zzf , ρρf , zf , 

соответственно.  

Заметим следующее. Если основной вклад в интеграл для αM  определяется 

значениями подынтегрального выражения на расстояниях ar >> , то при масштабных 

преобразованиях (3.1) функции αM  будут также масштабно инвариантными 

величинами, причем для их масштабных размерностей должно выполняться условие 

 0>∆
αM . (3.34) 

В обратном случае 0<∆
αM  интегралы по пространственным переменным будут 

определяться малыми масштабами ar ≈ . Тогда экспоненту в интегралах (3.17) можно 

положить приблизительно равной единице, так что величины αM  будут равны 

константам, не меняющимся при преобразованиях (3.1). 

Исходя из этого, ниже при исследовании свойств функции Грина мы рассмотрим 

три случая: 1) 1h < , 1 2
1 1h h

β< <
+ +

; 2) 1h < , β21 >+ h , 3) 1>h .  

 

1. 1 2
1 1h h

β< <
+ +

 

Замечая, что из (3.33) и (3.17) следуют  

 1M h∆ = −


 (3.35) 

 2 1M hβ
⊥

∆ = − −  (3.36) 

 1=∆
adM , (3.37) 

заключаем, что в данном интервале h  и β  основной вклад в интегралы (3.17), дают 

значения пространственных аргументов из области фрактальности. Следовательно, 
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массовый оператор является масштабно-инвариантной величиной и, исходя из общих 

правил, указанных выше, а также значений масштабных размерностей (3.25) и (3.27), 

получаем следующее представление для M :  

 ( )
( ) ( )

1 1
1 11 1

, , ,
h hh ha V a VM p q
p p

β β

ψ ϑ χ ϑ κ χ
+ −+ +

⊥
   

= − = =     
  

 , (3.38) 

где ( ),ψ ϑ χ  - безразмерная функция автомодельных переменных, обладающая 

свойством симметрии 

 ( ) ( )χϑψχϑψ


−= ,, , (3.39) 

Используя выражение (3.38) и с учетом (3.16), мы можем представить функцию 

Грина  

 ( )
( ) ( )

2

3, ,
2 , ,2

l i pt i z iq

l i

dp d d q eG z t
i p M q p

κ ρκρ
π κπ

+ ∞ + +

− ∞

=
−∫ ∫





  (3.40) 

в виде 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
21

1 1 11, , ,hh hhG z t a Vt a Vt gβ βρ η ς
−− + − ++

⊥=


 , (3.41) 

где переменные η  и ς  определены формулами (3.31), а безразмерная функция 

( ), 0g η ς → , если η →∞  или ς →∞ . Из соотношения (3.41) следует, что характерные 

размеры облака примеси в вертикальном и горизонтальном направлениях, 

соответственно, зависят от времени следующим образом: 

 ( ) ( )
1

1~ h hR t a Vt +


, (3.42) 

 ( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1~ h hR t b Vtβ β+ − +
⊥ . (3.43) 

Из этих формул видно, что в диапазоне значений индексов  h  и β , 

определяемых соотношениями 1h < , 1 2h β+ < , перенос примеси по всем 

направлениям происходит в режиме супердиффузии. 

Отметим, что наряду с принятым условием 1>β , на возможные значения β  

накладывается еще одно ограничение. Именно, из требования убывания коррелятора с 

расстоянием ( 0>h ) и соотношения 1 2h β+ <  следует, что должно быть 2<β . 
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Заметим также, что из условия 1 2h β+ <  при 1>β  условие 1h <  следует 

автоматически. 

 

Для дальнейшего анализа поведения концентрации, рассмотрим асимптотики 

массового оператора в следующих предельных случаях: 1) 0,0 →≠ kp


, 2) 

0,0 ≠→ kp


. 

1) 0,0 →≠ kp


. В этом случае сходимость интегралов по p  в соотношении 

(3.17) обеспечивается множителем pte− . Зависимость поляризационного оператора от 

волновых векторов определяется скоростью убывания ядра ikf  с расстоянием (при 

∞→r ) при фиксированном значении времени t . Функция ( )trf ik ,  в пределе больших 

r  должна убывать быстрее любой отрицательной степени координаты. Действительно, 

наличие корреляционных функций скорости произвольного порядка может быть 

обеспечено только функционалом распределения с экспоненциально быстрым  

убыванием при флуктуациях скорости большой амплитуды. Поэтому при ненулевом 

значении p в окрестности малых волновых векторов Фурье-Лаплас образы компонент 

ядра, а вместе с ними и поляризационный оператор должны разлагаться в ряд по целым 

степеням волнового вектора.  

Итак, при ( ){ }
1

1
,

ha p
qa a

V
β κ

+

⊥

 
<<  

 




 главные члены разложения ( )qpM ,,κ  по κ  

и q  имеют вид 

 
( ) ( )

1 2 2
1 11 1 1

2 2
1 2 3~

h h hh h ha V Va a VM p a i a a q
p p p

β β

κ κ
+ −+ + +

⊥

 
      − + +          

     
 

  , (3.44) 

где αa  - коэффициенты разложения. 

2) 0,0 ≠→ kp


. Здесь необходимо рассмотреть два случая при различном 

соотношении между κ  и q .  

В случае ( )
1

1 ha p
qa a

V
β κ

+

⊥

 
<< << 

 




, имеем 
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 ( ) 10, , ~ h h qM q Va f
β

κ κ
κ

+  
−  

 


. (3.45) 

В обратном пределе ( )
1

1 ha p
a qa

V
βκ

+

⊥

 
<< << 

 




 асимптотика M  есть 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
20, , ~ h hM q Va q f

q
β β

β

κκ + − +
⊥

 
−  

 
. (3.46) 

Из вида асимптотики поляризационного оператора (3.44) при малых значениях 

волнового вектора следует существенное отличие поведения облака концентрации 

примеси по сравнению с изотропным случаем. В изотропном случае существовали 

только четные пространственные моменты концентрации примеси по каждой из 

координат. В частности, для второго момента пространственного распределения 

концентрации по z  

 ( )2 1 2 2
0 ,z N z c r t dz d ρ−= ∫

 , (3.47) 

где 0N  определяется формулой (3.20), элементарные вычисления дают 

 

( ) ( )

2
2

2
0, 0

2 2 2
21

2 2 3

0, 0

~
2

2 ~ ,
2

pt
kp

q

pt
kp kp h h

q

dpz G e
i

M M e dpp a Vt R t
p i

κ

κ

κ π

κ κ π

= =

+

= =

∂
= −

∂

  ∂ ∂
 −  

 ∂ ∂   

∫

∫



 



 

 (3.48) 

на временах, когда размер облака примеси значительно превосходит его 

первоначальную величину: ( ) ( )0R t R>>
 

. 

Первый же момент концентрации по координате z : 

 

( )

( )

1 2
0

0, 0

2
0, 0

,
2

1~ , , ,
2

pt
kp

q

pt

q

dpz N zc r t dz d G e
i

dpM p q e
p i

κ

κ

ρ
κ π

κ
κ π

−

= =

= =

∂
= =

∂

∂
∂

∫ ∫

∫







 (3.49) 

был равен нулю, поскольку разложение поляризационного оператора ( ), ,M p qκ  по 

волновым векторам вблизи нуля начиналось с квадратичных членов. Таким образом, 

облако примеси расплывалось симметрично. 
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В нашем случае из асимптотики (3.44) следует, что выражение (3.49) отлично от 

нуля, причем 

 ( )2~z z R t=


 (3.50) 

Таким образом, имеет место зависящий от времени дрейф облака примеси, так 

что смещение центра масс облака описывается той же временной зависимостью, что и 

расплывание самого облака. Подчеркнем, что это справедливо на временах, когда 

размеры облака (и, следовательно, смещение центра масс облака) существенно меньше 

величины корреляционного радиуса, t tξ , где tξ  определяется из условия 

 
1

0

h

ht
a V vξ

ξ ξ+

≈ =   (3.51) 

Рассмотрим поведение функции Грина на асимптотически больших расстояниях 

(много больших размеров основного облака примеси).  

Описание хвостов концентрации удобно проводить отдельно для двух областей 

(относительно больших и малых значений вертикальных координат),  разделенных 

границей ( )tZz ,~ ρ= . Выражение для ( )tZz ,~ ρ=  мы определим ниже.  

В области ( )tZz ,~ ρ>> , вытянутой вдоль оси z , вычисления в (3.40) будем 

проводить в следующем порядке. Сначала выполним интегрирование по переменной κ

, рассматривая переменную q  как малый вещественный положительный параметр, и 

предполагая, что величина q  удовлетворяет условию ( )qa aβ κ⊥ <<


. Тогда исходя из 

установленных асимптотических выражений для поляризационного оператора (3.44)-

(3.46), можно утверждать, поляризационный оператор как функция κ  имеет точку 

ветвления ( ),bi p qκ , лежащую при вещественных p  и q  на мнимой оси, в которой 

( ), ,M p qκ  обращается в бесконечность: 

 ( )
( )( )

2

1
2

, , ~
,

h

b

M p q
i p q

κκ
κ κ

−−
−

. (3.52) 

Сдвигая контур интегрирования по переменной κ  в (3.40) в верхнюю 

полуплоскость, получаем, что значение интеграла определяется вычетом в ближайшем 

к вещественной оси полюсе ( )qp,0κ , который  находится из уравнения 
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 ( ) 0,, =− qpMp κ . (3.53) 

Учитывая разложение поляризационного оператора (3.44) по q  при 

( )
1

1 ha p
qa

V

+β
⊥

 
<<  

 
 , находим приближенное выражение для полюса ( )qp,0κ : 

 ( ) 









+≈ +

−
+ 21

21
1

1

0 , qFpBpiqp hh
β

κ , (3.54) 

где величины B  и F  вещественны и положительны и определяются решением 

уравнения (3.53). В итоге интеграл (3.40) с точностью до предэкспоненциального 

множителя принимает вид 

 
( )∫∫∫ 










+−− +

−
+ ρ

ππ

β
qiqzFpzBpptqd

i
dpG hh 21

21
1

1

2

2

exp
22

~ . (3.55) 

Основной вклад в интеграл по p  дают значения переменной Лапласа вблизи 

точки перевала и определяются соотношением  

 
( )

1

1
0 ~

h
hzp t

R t

+

−  
  
 

. (3.56) 

Интеграл по qd 2  - гауссов, поэтому вычисляется точно, и основной вклад в него 

дают значения q  порядка 

 hp
z

q +
−

1
12

00 ~
βρ . (3.57) 

Окончательно, интегрирование (3.55) дает следующую оценку асимптотики 

концентрации на больших расстояниях 

 
( )

( )
2 2 1

1~ exp hG
R t

βρ −
+

⊥

  
 −Γ − Γ     

 

, (3.58) 

где величина 1Γ >>


 определяется соотношением 

 
( )

1 h
hz

R t

+

 
Γ   

 




 . (3.59) 
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Условием вывода данного выражения было неравенство ( )a qa
β

κ >>
 

. 

Учитывая, что основной вклад в интеграл по κ  дают значения переменной вблизи 0κ  

из (3.54), и используя для оценки q  формулы (3.57) и (3.56), получаем, что неравенство 

( )a qa
β

κ >>
 

 выполняется в области 

 ( ) ( )
( )( )
( )

1 1
1

,

h
hR t

z Z t

β β
β β

βρ ρ
ρ

− +
− +

⊥ 
>> ≈  

 
 . (3.60) 

Заметим, что область (3.60), в которой асимптотика концентрации описывается 

выражением (3.58), при ( )R tρ ⊥>>  и фиксированном z  охватывает бóльшие значения 

ρ ,  чем область z βρ>> , причем граница (3.60) зависит также и от времени. 

В области ( )tZz ,~ ρ<<  вычисления проводятся аналогично, за исключением 

того, что сначала в (3.55) надо вычислить интеграл по qd 2 . Интегрируя по углу, с 

учетом известного интегрального представления функции Бесселя 

 ( )
2

cos
0

0

ize d J z
π

θ θ =∫ ,  

получаем 

 ( )
( )

0

02 2 2 , ,

pt i zl i

l i

e J qdp d qdqG
i p M p q

κ ρκ
π π π κ

++ ∞ +∞ +∞

− ∞ −∞

=
−∫ ∫ ∫ . (3.61) 

Далее, пользуясь соотношением между функций Бесселя и функциями Ханкеля: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 0

0 2
H q H q

J q
ρ ρ

ρ
+

= ,  

и с учетом (см. [90]) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1
0 0

iH q e H qπρ ρ− = − , (3.62) 

интегрирование по dq  в (3.61) можно распространить от 0i−∞ +  до 0i+∞ + : 

 
( ) ( )
( )

10
0

02 2 4 , ,

pt i zl i i

l i i

e H qdp d qdqG
i p M p q

+ κ+ ∞ +∞ +∞+

− ∞ −∞ −∞+

ρκ
=

π π π − κ∫ ∫ ∫ . (3.63) 
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Теперь учтем, что основной вклад в интеграл (3.61) дают значения 1qρ >> , и, 

следовательно, можно использовать асимптотические разложения функций Ханкеля 

для больших значений аргумента. После этого, проводя те же вычисления, что и в 

предыдущем случае, приходим (с точностью до предэкспоненциального множителя) к 

следующему выражению для асимптотики концентрации 

 
( )

( )

2 1
1~ exp

h
h

z R t
G

R t

−
+

⊥ ⊥

  − −Γ − Γ     





, (3.64) 

справедливом в области ( )tZz ,~ ρ<< , где 1⊥Γ >>  определяется соотношением 

 
( )

( )
( )

1
1 1

~

h
h

R t

β
βρ

+
+ −

⊥
⊥

 
Γ   

 
. (3.65) 

2. 2
1 h

β >
+

 

В этом случае, из 1<h  и выражения (3.35) следует, что свойства M


 

сохраняются, и вклад, даваемый этим слагаемым в поляризационный оператор, по-

прежнему, имеет масштабно инвариантный вид:  

 
( ) ( )

1

1~ ,
hh

h
Va k a q

M k f
p a k

β+

⊥+
 
 
 
 





 . (3.66) 

Что же касается аналогичного интеграла для M⊥ , то очень быстрое убывание 

корреляций скорости с расстоянием приводит к тому, что интегралы сходятся на малых 

масштабах, так что M⊥  есть просто константа. В итоге, выражение для массового 

оператора принимает вид: 

 
1

1 2~ ,
h

h qM A f A q
p

βκκ
κ

+
+

⊥

 
− − 

 


 . (3.67) 

Формула (3.67) на первый взгляд содержит противоречие, связанное с тем, что 

масштабная размерность q , определяемая вторым слагаемым в (3.67) отличается от 

размерности, следующей из вида (3.66). Однако нетрудно видеть, что при выполнении 

условия 2
1 h

β<
+

 в области значений волновых векторов 21 qh >>+κ  (то есть когда 
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вклад первого слагаемого является доминирующим) выполняется соотношение 

κβ <<q , так что поправками, связанными со вторым аргументом функции f~  заведомо 

можно пренебречь. 

Из (3.67) следуют формулы, характеризующие расплывание облака примеси со 

временем: 

 ( ) ( )
1

1~ h hR t a Vt +


, (3.68) 

 tAR ⊥⊥ ~ . (3.69) 

Для выяснения характера асимптотического поведения концентрации примеси 

на больших расстояниях, замечаем, что для области волновых переменных 21 qh >>+κ  

«характеристическое» уравнение (3.53) для вычета ( )qp,0κ  с учетом формулы (3.67) 

можно представить в виде 

 
( )112

1 0
hhh VaAA q f

p p p
κκ

+
+

⊥
 
 + + =
 
 





 , (3.70) 

откуда, разлагая выражения для корня уравнения (3.70) ( )qp,0κ  по малой 

величине 1
2

<<⊥

p
qA

, получаем 

 ( ) 









+≈ +

−
+ 211
1

0
~~, qpFpBiqp h

h
hκ . (3.71) 

После этого, интеграл по переменной p  берется методом перевала. Интеграл по 

q  гауссов и легко вычисляется. В итоге с точностью до предэкспоненциального 

множителя приходим к выражению для хвоста профиля концентрации: 

 
( )

2

~ expG
R t
ρ

⊥

  
 −Γ −     



, (3.72) 

где величина Γ


 определяется соотношением (3.59). 

Учитывая, что основной вклад в интегралы дают значения переменных 

интегрирования порядка 
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( ) ( )

1 21
11~ , ~ , ~

h
h

h zp p t q
R t R t

ρκ

+

−+
∗ ∗ ∗

⊥

   
        

, (3.73) 

заключаем, что выражение (3.72) справедливо в области, определяемой неравенством 

 
( ) ( )

12 hh
z

R t R t

+

⊥

  ρ
<<         

. (3.74) 

Аналогичные вычисления для случая 21 qh <<+κ  приводят к результату, что в 

области 

 
( ) ( )

12 hh
z

R t R t
ρ

+

⊥

  
>>         

 (3.75) 

выражение для асимптотики концентрации принимает вид 

 
( )

( )
2 1

2 1~ exp
h
hzG

R t

−
+

⊥ ⊥

  
 −Γ − Γ     

  , (3.76) 

где главный фактор, определяющий убывание концентрации в области (3.75) есть 

 
( )

2

R t
ρ

⊥
⊥

 
Γ   

 


 . (3.77) 

3. 1h >  

В этом случае при интегрировании выражения (3.17) основной вклад 

определяется значениями пространственных переменных ~z a


, aρ ⊥ . Поэтому 

величины M


 и M⊥  независимо от величины волнового вектора определяются 

выражениями (3.80) и (3.81) (см. ниже), где нужно сделать замену 0v V→ , aξ →
 

, 

aξ⊥ ⊥→ . В итоге поляризационный оператор принимает классический вид, и 

концентрация примеси описывается выражением (3.84) с учетом указанных выше 

замен. 
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3.4 Режим переноса на больших временах 

Как указано выше, корреляционные соотношения (3.5), (3.8) и (3.10) 

справедливы на масштабах меньше длины корреляции ,z ξ ρ ξ⊥<< <<


. На масштабах 

больше , ,αξ α = ⊥  коррелятор скорости, а вместе с ним и компоненты ядра плотности 

потока примеси (3.28)-(3.30) убывают экспоненциально. 

В соответствии с этим, при стремлении к нулю волнового вектора интегралы 

типа (3.17) для M


 и M⊥  становятся, начиная с некоторого значения волнового 

вектора, независящими от него константами. Это значение определяется условиями 

 ~ 1κ ξ∗ 

  и  ~ 1q ξ∗ ⊥ . (3.78) 

В этом пределе в интеграле (3.17) можно положить значение экспоненциального 

множителя равным приблизительно единице, в результате чего значение M


 по 

порядку величины будет равно 

 ~
h

a
M V ξ

ξ
 
  
 



 



. (3.79) 

Замечая, что произведение первых двух сомножителей в (3.79) есть средняя 

скорость просачивания, определяемая формулой (2.66), заключаем, что величина M


 

есть не что иное, как эффективный коэффициент диффузии, определяемый формулой 

 0~M D vξ ξ=
  

. (3.80) 

Аналогично получаем оценку для M⊥ : 

 2 1~M D tξ ξξ −
⊥ ⊥ ⊥= . (3.81) 

Кроме того, на этих временах мы должны учесть последнее слагаемое в (3.33), 

которое имеет вид ikv  и соответствует дрейфу с постоянной скоростью. Легко видеть, 

что вклад от adikpM  аналогичен вкладу от 0ikv , что приводит к некоторой 

перенормировке скорости дрейфа 0 0v v→  . 

Если теперь мы интересуемся поведением основного облака примеси, то в 

выражении для функции Грина (3.40) основной вклад в интегралы дают значения 

переменной Лапласа и волновых векторов порядка 
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 1~p t− , 1~k r− , (3.82) 

и для больших времен t tξ>> , вид массового оператора соответствует классическому 

уравнению диффузии-адвекции с эффективным анизотропным коэффициентом 

диффузии (3.80), (3.81): 

 2 2
0M i v D D qξ ξκ κ ⊥= − + +



 . (3.83) 

В итоге выражение для концентрации принимает вид  

 
( )

( )2 2
0

3 2 3 2

1 exp
4 44

z v t
G

D t D tD D t ξ ξξ ξ

ρ
π ⊥⊥

 −
≈ − − 

 
 





. (3.84) 

На расстояниях много больших размера основного облака примеси интеграл в 

(3.40) определяется волновыми векторами  

 ~ , ~
2 2

z q
D t D tξ ξ

ρκ
⊥

, (3.85) 

и на расстояниях 

 0 0,z v t v tρ>> >>  (3.86) 

при вычислениях нужно использовать поляризационный оператор в виде (3.45), (3.46). 

В итоге, на этих расстояниях хвосты концентрации определяются формулами (3.58) и 

(3.64), и структура хвостов оказывается двухступенчатой. 

 

3.5 Выводы 

Основными результатами данной главы являются следующие. 

Построена модель переноса примеси во фрактальной среде с сильной 

анизотропией, обусловленной наличием силы тяжести. Из анализа структуры 

корреляционных функций скоростей установлено, что режимы переноса примеси в 

поле случайной адвекции определяются двумя параметрами h  и β .  В работе 

рассмотрен случай 1 2β< < . 

Исходя из вида оператора потока частиц примеси и на основе полученных 

масштабных размерностей компонент ядра этого оператора, определены  интервалы 

значений параметров h  и β , при которых перенос происходит в аномальном режиме. 
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При 2 1h
β

< −  перенос происходит в супердиффузионном режиме во всех 

направлениях, причем скорость роста облака примеси вдоль вектора силы тяжести 

больше скорости в поперечном направлении. Убывание концентрации на больших 

расстояниях описывается экспоненциальным, сужающимся к вертикальной оси 

распределением.  

При 2 1 1h
β
− < <  режим переноса вдоль вертикального направления оказывается, 

по-прежнему, супердиффузионным, а в поперечном направлении – классическим 

гауссовым. Анализ поведения концентрации на больших расстояниях показывает, что 

хвосты концентрации в этом случае не являются гауссовыми ни в одном из 

направлений. 

При 1h >  перенос происходит в режиме анизотропной диффузии-адвекции.   

На больших временах, когда размер облака примеси превышает 

корреляционную длину среды, перенос также происходит в режиме анизотропной 

диффузии-адвекции, но при этом тензор коэффициента диффузии определяется 

величиной корреляционной длины. Хвосты в этом случае являются двухступенчатыми. 
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ГЛАВА 4 

ФРАКТАЛЬНЫЕ ДВУПОРИСТЫЕ (ПЕРКОЛЯЦИОННЫЕ) СРЕДЫ 

 

В данной главе будет сделано обобщение рассмотренной выше модели переноса 

во фрактальных средах на среды с двумя типами пористости. До сих  пор (в главах 2, 

3), при рассмотрении фрактальных сред мы считали, что перенос примеси определяется 

исключительно миграцией частиц по хорошо проводящим областям. С другой стороны, 

как показано в главе 1, наличие слабопроницаемых областей приводит замедлению 

переноса, так что слабопроницаемая среда играет для примеси роль ловушки. Таким 

образом, возникает необходимость в построении общей модели, включающей как 

перенос примеси, обусловленный адвекцией по системе каналов с фрактальными 

свойствами, так и уход примеси в ловушки. 

Следует отметить, что данная модель решает задачу переноса примеси в 

перколяционных средах. Действительно, перколяционный кластер, определяющий 

область, по которой переносится примесь, имеет две части [44] (см. Рис. 4.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.1 Схематическое изображение перколяционного кластера. Остов выделен 

жирными линиями, мертвые концы – тонкими линиями. 
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Одна часть – остов – соединяет удаленные области среды. Именно по остову 

происходит просачивание раствора и перенос примеси на большие расстояния. Другая 

часть перколяционного кластера – мертвые концы – присоединены к остову каждый 

только в одном месте. Если частица попадает в мертвые концы, она остается 

локализованной в них, и для того, чтобы продвигаться дальше, она должна вернуться в 

остов. Движения жидкости в мертвых концах нет, и миграция примеси в них 

происходит по механизму диффузии. Таким образом, мертвые концы являются 

ловушками. Аналогичную роль может играть и окружающая перколяционный кластер 

матрица, если она является пористой и слабопроницаемой, так что примесь может в ней 

диффундировать, но адвекцией в ней можно пренебречь. В этом случае уход в матрицу 

и возвращение в остов примеси происходит в разных точках, но при этом смещение 

частиц вдоль остова мало по сравнению переносом вдоль остова в результате адвекции, 

поэтому этим смещением можно в первом приближении пренебречь. 

Целью настоящей главы является построение модели и анализ режимов 

переноса в перколяционных средах с конечным радиусом корреляции с учетом 

действия ловушек, когда механизмом переноса по остову перколяционного кластера 

является адвекция.  

Дальнейшая структура главы следующая. Во втором разделе описана модель и 

проанализированы режимы переноса для квазиизотропной среды. В разделе 3 развита 

модель анизотропной случайной адвекции с ловушками и конечным радиусом 

корреляции. Здесь же описаны режимы переноса для данного случая. В заключении 

приведены основные выводы главы. 

 

4.1 Квазиизотропный случай 

Постановка задачи 

Рассматривается поведение примеси в среде, в которой каналы миграции 

определяются перколяционным кластером. Механизмом переноса частиц примеси в 

остове является адвекция и диффузия, а в мертвых концах – диффузия. Уравнение, 

описывающее эволюцию концентрации ( ),c r t  внутри кластера, имеет вид 

 ( ) 0c div vc D c
t
∂

+ − ∇ =
∂

 , (4.1) 
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где скорость адвекции ( )v r   является случайной функцией координат (отличной от 

нуля только внутри каналов остова) и в силу несжимаемости жидкости удовлетворяет 

условию (2.3). Мы рассматриваем случай, когда поле скоростей инфильтрации не 

зависит от времени.  

Нас, в первую очередь, будет интересовать поведение примеси в остове, 

поскольку именно она определяет перенос на большие расстояния. После усреднения 

по ансамблю реализаций среды уравнение (4.1) для данной части примеси принимает 

стандартный вид 

 c div q Q
t

∂
+ =

∂
 . (4.2) 

Здесь ( ),c r t  есть усредненная концентрация примеси в остове, которую ниже 

мы будем называть активной концентрацией. 

Поток q  обусловлен адвекцией по системе каналов, принадлежащих остову, и 

определяется полем скоростей ( )v r  . В общем случае имеется отличная от нуля 

средняя скорость, так что ( )v r   можно разбить на две части: среднюю,  

 u v=
  , (4.3) 

и флуктуирующую часть 

 v v u= −


 

 , 0v =
 . (4.4) 

В итоге поток можно представить в виде 

 ( ) ( )t

i ik i
k

c r ,t
j dt f r r ,t t d r u c

r−∞

′ ′∂
′ ′ ′ ′= − − − +

∂∫ ∫


   . (4.5) 

где ядро ikf  определяется флуктуациями ( )v r




 . 

 В правой части (4.2) Q  описывает диффузионный обмен примеси между 

остовом и мертвыми концами. В общем виде, с учетом локальности ловушек, его 

можно представить в виде 

 ( ) ( )
0

t

Q t t c r,t dt
t
ϕ∂ ′ ′ ′= −

∂ ∫
 . (4.6) 

102 
 



 Как и в предыдущих главах, рассматриваем задачу с начальными условиями 

 ( ) ( )00c r, c r=
  , (4.7) 

так что усредненная концентрация примеси может быть выражена через начальное 

распределение: 

 ( ) ( ) ( )0c r,t G r r ,t c r dr′ ′ ′= −∫
     , (4.8) 

где ( )G r,t  есть функция Грина уравнения (4.2). С учетом (4.5) и (4.6) функция Грина в 

представлении Фурье-Лапласа имеет вид 

 ( ) ( ) 1

,pG p p p iku M k, pϕ
−

 = + + − k

 



, (4.9) 

где 

 ( ) ( )
0

pt ikr
i j ijM k, p k k dt e dr e f r,t

∞
− −= − ∫ ∫







  , (4.10) 

 ( ) ( )
0

ptp dt e tϕ ϕ
∞

−= ∫ . (4.11) 

 Режимы переноса будем характеризовать следующими величинами: полным 

числом активных частиц примеси 

   ( ) ( )N t c r ,t dr= ∫
  , (4.12) 

 средним смещением частиц вдоль вектора средней скорости 

 ( ) ( ) ( )1 ru
r N t c r,t r d r , r

u
−= =∫  



 



, (4.13) 

и дисперсией ( )2R t . Будем различать продольную (вдоль направления вектора средней 

скорости) и поперечную дисперсии: 

 ( ) ( ) ( )( )22 1 ,R t N t c r t r r d r−= −∫  

   (4.14) 

 ( ) ( ) ( )2 1 2R t N t c r ,t r d r−
⊥ ⊥= ∫

  , ( )
2

u ru
r r

u⊥ = −
 

  . (4.15)  
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Отметим, что величины ( )R tα , определенные в (4.14) и (4.15) описывают также размер 

облака, содержащего основное количество частиц примеси. 

 Как указывалось во введении, главной отличительной чертой перколяционной 

среды на масштабах меньших корреляционного радиуса является свойство 

самоподобия. Это позволяет воспользоваться идеями теории критических явлений, и, в 

частности, рассматривать процессы переноса с точки зрения их масштабной 

инвариантности. Последнее подразумевает, что макроскопические уравнения должны 

быть инвариантными при одновременном преобразовании пространственных 

координат 

 r rλ→
   (4.16) 

и всех остальных входящих в уравнения (4.2)-(4.11) величин 

 AA Aλ∆→ , (4.17) 

Здесь λ  есть действительный положительный безразмерный параметр, а показатели 

степени A∆  носят название масштабных размерностей величин A . 

 Как показано в главе 2, данное свойство приводит к тому, что парный 

коррелятор скорости для изотропной задачи можно представить в виде 

 ( ) ( )
2

2 2
h

ij
aK r V
r

 ≅  
 

 , (4.18) 

где 2 1r r r r= = −
   , h  есть масштабная размерность скорости, а V  есть средняя 

амплитуда флуктуаций скорости. Данное выражение справедливо в области 

фрактальности: 

 a r ξ<< << . (4.19) 

где a  есть нижний предел фрактальности. На масштабах r ξ>>  среда становится 

статистически однородной, так что корреляционные функции скорости убывают 

экспоненциально быстро.  

 Для средней скорости просачивания в перколяционной среде справедливо 

выражение (см. (2.67)) 

 
h

au V
ξ
 
 
 

 , (4.20) 
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из сравнения которого с (4.18) следует, что влиянием средней скорости на перенос на 

масштабах r ξ<<  можно пренебречь. 

 Как показано во второй главе, при значениях 1h <  перенос в области 

фрактальности определяется длинными коррелированными скачками, что и приводит к 

аномальным режимам переноса. В обратном случае 1h >  главный вклад в перенос 

определяется распределением скоростей на масштабах порядка a , что соответствует 

механизму классической диффузии. Мы ограничимся нетривиальным случаем 1h < . 

В отличие от рассмотренных ранее моделей, в данном случае важной 

характеристикой среды является «мощность» ловушек, определяемых наличием 

мертвых концов. Поскольку совокупность каналов, образованных мертвыми концами 

также имеет фрактальную структуру, то и перенос по ним в определенном интервале 

времени 1 tτ τ<< <<  будет обладать свойством самоподобия. В таком случае свойства 

ловушек удобно описывать с помощью введения масштабной размерности ядра ( )tϕ  

(или, что эквивалентно, размерности Q ), так что при преобразовании (4.16) 

соотношение (4.17) приобретает вид 

 ( ) ( )t tωϕ λ ϕ−→ . (4.21) 

Аналогично, как и для корреляционной функции скорости (4.18), выражение для ( )tϕ  в 

интервале самоподобия можно представить в виде 

 ( ) 1 1
1t

t

ατϕ τ −  
 
 

 ,     1 tτ τ<< << . (4.22) 

Отметим, что индексы α  и ω  связаны соотношением tα ω= ∆ , где t∆  есть 

масштабная размерность времени. 

Ниже для описания режимов переноса мы будем в качестве независимого 

параметра рассматривать α , поскольку именно этот параметр определяется структурой 

ловушек. Будем считать, что значения α  лежат в диапазоне 0 1α< < . Левая граница 

данного интервала определяется естественным условием убывания со временем потока 

примеси в мертвые концы. Условие на правой границе позволяет считать, что в 

уравнении (4.2), начиная с момента времени  1τ , вклад ловушек Q  превосходит вклад, 

определяемый производной по времени от концентрации ( ),c r t . 
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 Верхняя граница интервала самоподобия τ  есть время насыщения ловушек 

примесью. Данное время определяется режимом переноса вдоль мертвых концов и их 

характерной длиной. Поскольку мертвые концы сами по себе являются фрактальными 

кластерами, их характерная длина пропорциональна некоторой степени ξ . В итоге, в 

общем случае, имеем 

 ( )τ τ ξ= , (4.23) 

где вид функции ( )τ ξ  зависит от размерности мертвых концов и остова и режима 

переноса по мертвым концам (но не по остову). 

На временах t τ>> , ядро быстро (экспоненциально) убывает. На малых 

временах, 1t τ< , вклад ловушек Q  в уравнение для активной концентрации (4.2) не 

превосходит вклада, определяемого производной от концентрации по времени, поэтому 

для оценки будем считать 

 ( ) 1
1 ,tϕ τ −

     1t τ<  . (4.24) 

 

Режимы переноса в квазиизотропной перколяционной среде 

Ниже для определенности будет проанализирован случай, когда характерное 

время адвекции на расстояние порядка a , 0 a Vτ  , много меньше времени 1τ , когда 

становится существенным действие ловушек: 0 1τ τ<< . Обратный случай 

рассматривается аналогично. 

В интервале 0 1tτ τ<< << , перенос примеси уже определяется коррелированными 

флуктуациями скорости (4.18), в то время как действием ловушек Q  в правой части 

(4.2) можно пренебречь. В главе 2 было показано, что в этом случае масштабные 

размерности основных величин имеют вид 

 ( )3, 2 3 , 1G f th h∆ = − ∆ = − + ∆ = + , (4.25) 

и выражение для ядра ( ),ijf r t  можно представить в виде 

 ( ) ( )
2 32

3,
h

ij
V af r t
a r

ψ η
+

 =  
 

 ,   r a>>  (4.26) 
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 ( )
2

3,ij
Vf r t
a

 ,   r a≤  (4.27) 

где ( )ψ η есть безразмерная функция безразмерной переменной 

 
( )

1
1h h

r

a Vt
η

+

= . (4.28) 

Подчеркнем, что выражения (4.26)-(4.28) справедливы при r ξ<< , 1t τ<< . Из (4.26) и 

(4.27) следует, что основной вклад в интеграл (4.10) (при 1h < ) дают значения 

пространственной переменной r a>> . Отсюда, подставляя выражение (4.26) в (4.10), 

для масштабной размерности M  получаем  

 ( )1M h∆ = − + . (4.29) 

Учитывая также 

 ( )1 , 1p kh∆ = − + ∆ = − , (4.30) 

приходим к следующему представлению для M : 

 ( ) ( )
1

1

1 1 1

h ha VM k, p p , k , k k
p

φ ϑ ϑ
+ 

= − = = 
 

 

, (4.31) 

где ( )1 1φ ϑ  есть также безразмерная функция. 

На основе изложенного и исходя из формулы (4.9), в которой можно пренебречь 

iku


  (см. замечание после формулы (4.20)), а также ( )p pϕ  по сравнению с p , 

выражение для функции Грина в данном интервале времени сводится к 

 ( )
( ) ( )32 2

b i ikr pt

b i

dp dk eG r ,t
i p M k , pπ π

+ ∞ +

− ∞

=
−∫ ∫











, (4.32) 

и с учетом (4.31) может быть представлено в виде  

 ( ) ( ) ( )3
1 1 1 1,G r t R t g ζ−=
 . (4.33) 

где 

 ( ) ( ) ( )1 1

1

hhR t a Vt
+

 , (4.34) 
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а ( )1g ζ  безразмерная функция безразмерной переменной ( )1 1r R tζ = , имеющая 

асимптотики ( )1 0 0,g ≠ ∞  и ( )1 1 0g ζ →  при 1ζ →∞ . 

Как указано выше, на данных временах (в силу 1R ξ<< ) переносом со средней 

скоростью можно пренебречь, так что среда остается изотропной. Поэтому продольная 

и поперечная дисперсии примеси совпадают 2 2 2
1R R R⊥= ≈



, и, с учетом 1h < , 

определяются супердиффузионной закономерностью. 

 В следующем временном интервале 1 2tτ τ<< << , где верхняя граница 2τ  будет 

определена ниже, перенос по остову, по-прежнему, определяется случайной адвекцией 

с медленно убывающим коррелятором (4.18), но при этом становится существенным 

действие ловушек. 

 Интегрирование уравнения (4.2) по всему пространству с учетом соотношения 

c Q
t

∂
<<

∂
 и выражения (4.22) приводит к следующей зависимости полного числа 

активных частиц от времени: 

 ( ) ( )
1

1
0N t N t N

t

ατ −
 ≅ =  
 

 , (4.35) 

где 

 ( )0 0N c r dr= ∫
  . (4.36) 

 В этом диапазоне масштабные индексы времени и ядра потока (4.5) принимают 

вид 

 1 1, 2t f
h hh

α α
+ + ∆ = ∆ = − + + 

 
, (4.37) 

и, как и в предыдущем случае, основной вклад в интеграл (4.10) дают значения 

пространственной переменной r a>> . В итоге масштабная размерность M  становится 

равной 

 1
M

h
α
+

∆ = − , (4.38) 

так что сама величина M  представима в виде 
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 ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

2 2 2, ,
h ha VM k p p k
p

ϕ φ ϑ ϑ
ϕ

+ 
= − =   

 



, (4.39) 

( )1 1φ ϑ  есть также безразмерная функция. 

Функцию Грина, определяемую теперь выражением 

 ( )
( ) ( ) ( )32 2

b i ikr pt

b i

dp dk eG r,t
i p p M k , pπ ϕπ

+ ∞ +

− ∞

=
−∫ ∫










, (4.40) 

(где в знаменателе, по-прежнему, опущено слагаемое iku


 , но теперь ( )p p pϕ<< )  

можно представить в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )3
2 2 2 2

0

N t
G r,t R t g

N
ζ−=



 , (4.41) 

где  

 ( ) ( ) ( )1 11
2 1

hhR t a V tα ατ
+−

 , ( )2 2r R tζ = , (4.42) 

и свойства ( )2g ζ  те же, что и у ( )1g ζ . Как и в предыдущем интервале, облако 

примеси растет изотропно, и, учитывая ( )1
2

hR tα +∝ , в зависимости от значений α  и h  

перенос в данном временном интервале может происходить как в режиме супер- так и 

суб-диффузии. Таким образом, несмотря на то, что миграция частиц по-прежнему 

определяется «длинными скачками», результирующим режимом может оказаться суб-

диффузия, поскольку доля времени, которое частицы проводят в остове, уменьшается с 

общим временем процесса достаточно быстро (частицы все большую часть времени 

проводят в ловушках). 

 Данный режим имеет место до тех пор, пока флуктуации скорости будут 

скоррелированы, или, иными словами, пока область, занимаемая примесью, будет 

меньше корреляционного радиуса ξ : ( )2R t ξ< . Отсюда следует выражение для 

верхней границы данного интервала времени, определяемое условием ( )2 2R τ ξ≈ : 

 
11

2 1
1

h

ha V

α
ξτ τ

τ

+ 
≈  

 
. (4.43) 
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 Соотношение между временами 2τ  и τ , вообще говоря, заранее неизвестно, 

поскольку неизвестна функция ( )τ ξ . В настоящей работе мы полагаем 2τ τ<< , 

предполагая, что адвекция в остове (даже с учетом действия ловушек) является более 

быстрым процессом, чем диффузионный перенос по мертвым концам. Для последнего 

в силу фрактальной структуры мертвых концов режим будет заведомо 

субдиффузионным. Случай обратного соотношения между временами может быть 

также легко рассмотрен. 

В следующем временном интервале, 2 tτ τ<< << , размер облака примеси 

значительно превосходит корреляционный радиус. Учитывая, что основной вклад при 

вычислении функции Грина ( ),G r t  (см. (4.40)) дают значения переменных 

1 1,p t k r− −
  , интерес представляет поведение , pGk , и M  в диапазоне 1k ξ −<< . 

Поскольку на расстояниях r ξ>>  корреляторы скорости, и, следовательно, ядро потока 

убывают экспоненциально, для M  можно приближенно написать 

 ( ) 2,M k p D kξ≈ −


, (4.44) 

где 

 D uξ ξ , (4.45) 

так что миграция частиц вдоль остова определяется некоррелированными скачками 

длиной порядка ξ . Кроме того, на данных временах существенный вклад в перенос 

оказывает дрейф примеси со средней скоростью u .  В то же время поведение ловушек, 

по-прежнему, определяется зависимостью (4.22). 

 Вычисления с учетом (4.44) среднего смещения (4.13) и дисперсий (4.14)-(4.15) 

дает 

 ( ) ( )3r R t R t
 

  , (4.46) 

 ( ) 1
3 1R t u tα ατ −

 , (4.47) 

 ( ) ( )1 21
1R t D tα α

ξτ
−

⊥  . (4.48) 

Функцию Грина 

110 
 



 ( )
( ) ( )3 22 2

b i ikr pt

b i

dp dk eG r,t
i p p iku D kξπ ϕπ

+ ∞ +

− ∞

=
+ +∫ ∫












 (4.49) 

после интегрирования по волновому вектору можно представить как  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
3

0

N t
G r ,t R t R t r ,R t ,n

N
− −

⊥= Φ
 



   , (4.50) 

где n  - единичный вектор в направлении средней скорости, а функция Φ  есть 

 ( )( ) ( )2 1

1
2

0
8

b i

b i

r r nexp
r r dsr ,R t ,n exp s s , Reb

R t s
α

α

α
ξ
π

+ ∞

−
− ∞

  − −      Φ = − >  
 

∫



 

  . (4.51) 

 Из формул (4.47), (4.48) видно, что в силу 0 1α< <  перенос в поперечном 

направлении происходит в режиме субдиффузии, в то время как в продольном 

направлении возможна как суб- так и супердиффузия.  

На временах ( )t τ ξ>>  значения переменной Лапласа, определяющие основной 

вклад в поведение G , лежат в области ( ) 1p τ ξ −<< . На этих временах ловушки 

насыщаются, так что для ( )pϕ  имеем оценку 

 ( )
1

1

p
α

τϕ
τ

−
 
 
 
  (4.52) 

и перенос происходит в режиме классической адвекции-диффузии 

 ( ) ( ) ( )2
1 3

1 2, 4 exp
4

r ut
G r t D t

D t

α

ξ
ξ

τ π
τ

−
−

 −   ≈ −      
 













 (4.53) 

со средней скоростью 

 
1

1u u
ατ

τ

−
 ≈  
 





  (4.54) 

и эффективным коэффициентом диффузии 

 
1

1D D
α

ξ ξ
τ
τ

−
 ≈  
 

 . (4.55) 
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 Как следует из (4.53), полное количество активных частиц при этом 

уменьшается и определяется формулой: 

 ( )
1

1
1 0N t N N

ατ
τ

−
 ≅ =  
 

. (4.56) 

 

4.2 Анизотропный случай 

Постановка задачи 

 Наличие выделенного направления, вдоль которого действуют движущие силы, 

будет приводить не только к появлению средней скорости, но и к возникновению 

анизотропии поля флуктуаций скорости, и, соответственно, к изменению вида 

корреляционных функций. Для описания переноса в этом случае соотношения 

скейлинга (4.16), (4.17)  были обобщены (см. главу 3). В частности, теперь координатам 

вдоль и поперек выделенного направления должны быть приписаны различные 

масштабные размерности. Если ось Oz  направлена вдоль выделенного направления 

(например, вдоль вектора силы тяжести), то вместо (4.16) масштабное преобразование 

среды определяется соотношением (см. главу 3) 

 { } { }1, ,z zβρ λ ρ λ→
  , (4.57) 

 где { },r zρ=
 , ( ),x yρ =

 , так что масштабные размерности пространственных 

координат имеют следующие значения 

 11, .z µ β
∆ = ∆ =  (4.58) 

Здесь µ  принимает значения x  и y , а параметр β , аналогично параметрам h  и α  

определяется свойствами среды. Будем считать, что индекс 2h− , по-прежнему, 

характеризует парный коррелятор флуктуации скорости, но теперь только zz -

компоненту: 

 ( )2 2
zzK

h∆ = − . (4.59) 

Масштабные индексы остальных компонент могут быть построены исходя из 

масштабных размерностей компонент скорости, соотношения между которыми, в свою 

очередь, следуют из условия несжимаемости (2.3). В итоге, например, для ( )2Kµµ
∆  имеем 
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 ( )2

12 1
K

h
µµ β

 
∆ = − + − 

 
. (4.60) 

Основываясь на формулах (4.59), (4.60), диагональные компоненты парного 

коррелятора в области фрактальности представимы в виде (cм. Главу 3) 

 ( ) ( )
2

2 2
1

h

zz
aK r V
z z a

β

β

ρϕ −

  ≅   
   

 , (4.61) 

 ( ) ( )
( )2 1 1

2 2
1

haK r V
z za

β β

µµ β

ρϕ
− −

−

  ≅   
   



 , (4.62) 

где ϕ  и ϕ  имеют асимптотики 

( ) ( ) 20 , ~ hx const x xϕ ϕ −→ → →∞ ,  ( ) ( ) ( )2 1 10 , ~ .hx const x x βϕ ϕ + −→ → →∞   (4.63) 

Аналогично строятся остальные компоненты корреляционной функции. 

Область фрактальности в данном случае определяется двумя длинами 

корреляции ξ


 и ξ⊥ , так что соотношения (4.61)-(4.63) действительны в области 

 ,a z aξ ρ ξ⊥<< << << <<


, (4.64) 

причем имеет место соотношение 

 
a a

βξ ξ⊥ ≈  
 

 . (4.65) 

Для средней скорости вдоль оси Oz , u , остается справедливым соотношение 

(4.20), в котором ξ  заменяется на ξ


. Средняя скорость в поперечном направлении 

равна нулю. 

 Уравнение для средней концентрации сохраняет свой вид (4.2), однако, наличие 

выделенного направления приводит к появлению нового слагаемого, так что вместо 

(4.5)   теперь имеем (глава 3) 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
, ,

t t

i ik i i
k

c r t c r t
j dt f r r t t d r dt f r r t t dr u c

r t−∞ −∞

′ ′ ′ ′∂ ∂
′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − − − − +

′∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫
 

      . (4.66) 

 Анизотропия поля скоростей никак не влияет на действие ловушек, поскольку 

миграция частиц в мертвых концах определяется диффузией и не связана с полем 
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скоростей адвекции. Поэтому вид оператора Q , описывающего действие ловушек (4.6),  

сохраняется. 

Как и для квазиизотропного случая решается задача с начальными условиями 

(4.7). 

 

Режимы переноса в анизотропном случае 

Построение решения в данной задаче проводится аналогично, как и для 

изотропного случая. Поэтому далее мы лишь приведем полученные выражения для 

зависимости от времени размеров облака примеси и среднего смещения частиц, 

которые и определяют режим переноса в каждом временном диапазоне. Как и в главе 3, 

будут рассмотрены два случая: А) умеренной ( 1 21,
1 1

h
h h

β< < <
+ +

) и Б) сильной (

21,
1

h
h

β< >
+

) анизотропии. 

А) Умеренная  анизотропия, 1 21,
1 1

h
h h

β< < <
+ +

 

 На малых временах 0 1tτ τ<< <<  перенос определяется случайной адвекцией, и 

влиянием ловушек можно пренебречь. Для продольной координаты размер облака 

примеси описывается формулой (4.34) ( ( ) ( )1R t R t=


). Для размера в поперечном 

направлении, с учетом введенной масштабной размерности (4.58), имеем 

 ( ) ( )( ) ( )1 11 1 hhR t a Vt
ββ ++ −

⊥ = . (4.67) 

 Таким образом, облако примеси растет по супердиффузионной зависимости в 

обоих направлениях. Кроме того, в отличие от изотропного случая, в данном 

временном интервале существенным является среднее смещение частиц примеси, 

которое по порядку равно размеру облака в продольном направлении 

 ( )1z R t . (4.68) 

 В следующем диапазоне 1 2tτ τ<< <<   вступают в действие ловушки, так что для 

продольного размера облака примеси справедливо ( ) ( )2R t R t=


(см.  (4.42)), а для 

размера в поперечном направлении 
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 ( )( ) ( )
1

1 1 1 1
1

h hR Va tβ α α βτ+ − − +
⊥ ≈ . (4.69) 

 Среднее смещение частиц определяется формулой 

 ( )2z R t . (4.70) 

В зависимости от соотношения между ,h β  и α . Режим может быть как суб- так 

и супердиффузионный, причем в продольном и поперечном направлениях они могут 

различаться качественно, например, супер- в продольном и суб- в поперечном (и 

наоборот!). 

 Для верхней границы интервала имеем 

 

1
1

2 1
1

h

hVa

αξ
τ τ

τ

+ 
=   

 



 . (4.71) 

 В диапазоне 2 tτ τ<< <<  размеры облака примеси превышают корреляционный 

радиус, но ловушки еще не насыщены. В итоге, для среднего смещения и размера 

облака в продольном направлении справедливы соотношения (4.46)-(4.47), а для 

поперечного размера – (4.48), в котором Dξ  следует заменить на  

 2 1
2Dξ ξ τ −

⊥ ⊥   (4.72) 

 Таким образом, расплывание облака происходит анизотропно, причем в 

поперечном направлении медленнее, чем по классической диффузии, а среднее 

смещение растет медленнее, чем по линейному со временем закону. 

 В диапазоне t τ>>  ловушки насыщаются, и реализуется классическая адвекция-

диффузия с полным числом активных частиц 1N , модифицированной скоростью  u


  и 

анизотропной диффузией, так что эффективные коэффициенты диффузии описываются 

формулами 

 
1

1 , ,D D
α

ξν ξν
τ ν
τ

−
 = = ⊥ 
 



 . (4.73) 

где 

 D uξ ξ
 

 , (4.74) 
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а Dξ ⊥  определяется формулой (4.72). 

 Б) Сильная анизотропия, 21,
1

h
h

β< >
+

 

 На малых временах 0 1tτ τ<< <<  режим переноса был описан в главе 3 и 

представляет собой  супердиффузию в  продольном направлении ( ) ( )1R t R t=


, со 

средним смещением ( )1z R t , и классическую диффузию в поперечном направлении  

 ( ) ,R t Dt D Va⊥ =  

  (4.75) 

 В следующем диапазоне 1 2tτ τ<< <<   действие ловушек приводит к режиму, для 

которого справедливы соотношения ( ) ( )2z R t R t= =


 и 

 1
1

tR D
α

τ
τ⊥

 
≈  

 
 . (4.76) 

 В диапазоне 2 tτ τ<< <<  перенос в продольном направлении описывается 

формулами (4.46)-(4.47), а в поперечном – (4.76). 

 В диапазоне t τ>>  режимом переноса является адвекция диффузия с полным 

числом активных частиц 1N , скоростью дрейфа u


  и эффективными коэффициентами 

диффузии Dξ   в продольном и D  поперечном направлениях. 

 

4.3 Обсуждение 

 В данной главе описана модель и проанализированы режимы переноса примеси, 

обусловленные адвекцией и диффузией в перколяционной среде с конечной длиной 

корреляции. Показано, что при учете ловушек, внутренне присущих перколяционным 

средам, возникают четыре временных интервала, в каждом из которых особые свойства 

перколяционной среды проявляются по-своему. 

 В первом временном интервале основную роль играет пространственное 

самоподобие системы хорошо проводящих каналов (остова перколяционного кластера). 

Для случая адвекции в поле скоростей просачивающейся по данным каналам жидкости, 

свойство самоподобия приводит к медленному пространственному убыванию 
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коррелятора флуктуаций скорости. В результате, при значениях показателя степени 

убывания коррелятора 1h < , перенос примеси происходит в режиме супердиффузии. 

В следующем временном интервале начинают действовать ловушки, 

обусловленные диффузией примеси в мертвые концы перколяционных кластеров. При 

этом происходит замедление переноса, так что супердиффузионный режим может 

смениться субдиффузионным. 

На временах, когда размер облака примеси существенно превосходит 

корреляционный радиус среды, но ловушки еще не насыщены, режим переноса 

формируется под влиянием следующих факторов: дрейфа со средней скоростью, 

случайных скачков с длиной скачка порядка корреляционного радиуса, и постепенным 

уменьшением доли времени, проводимого частицами в остове. Последнее обусловлено 

блужданием примеси в мертвых концах (в ловушках). В итоге в направлении средней 

скорости адвекции среднее смещение частиц оказывается порядка корня из дисперсии 

и может описываться как суб, так и супердиффузионной закономерностью. В 

направлении перпендикулярной к средней скорости устанавливается субдиффузионный 

режим переноса. 

На последней стадии ловушки насыщаются, и режимом переноса становится 

классическая адвекция-диффузия. Полное число активных частиц и скорость среднего 

смещения уменьшаются (в одинаковое число раз). Значительная же часть примеси 

остается сосредоточенной в ловушках и в процессе переноса не участвует. 

Эффективные коэффициенты диффузии определяются как величиной корреляционной 

длины, так и временем насыщения ловушек. 

В работе получены выражения, описывающие указанные режимы как для 

случая, когда распределение флуктуаций скорости изотропно, так и для анизотропного 

распределения. 

Наличие двух этапов при переходе от самоподобного к статистически 

однородному поведению системы аналогична ситуации, которая возникает в 

статистически однородных двупористых средах (см. следующую главу), в которых 

системы каналов с высокой проницаемостью обеспечивают быстрый адвекционный 

перенос на большие расстояния, в то время как слабо-проницаемые области играют 

роль ловушек. При определенном соотношении между параметрами, здесь также 

возможно сохранение неравновесия в слабопроницаемой подсистеме и на временах, 
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когда размеры облака примеси будут значительно превосходить размеры 

неоднородностей. Окончательный режим в этом случае устанавливается только после 

насыщения ловушек примесью. 

 

Представляет интерес рассмотреть вопрос, насколько полученное усредненное 

описание будет соответствовать транспорту реального облака частиц, вброшенных в 

среду при какой-то конкретной реализации течения. У данного вопроса есть два 

аспекта. 

Первый касается задания начальных данных. Дело в том, что когда мы 

рассматривали перенос по перколяционной среде, мы неявно полагали, что в 

начальный момент времени примесь находится в остове перколяционного кластера, так 

что с самого начала перенос примеси определяется адвекцией в поле скоростей 

просачивающейся по (bb) жидкости. При рассмотрении единичного эксперимента 

может оказаться, что изначально сгусток примеси окажется локализованным в мертвом 

конце. Тогда для того, чтобы примесь попала в остов, ей необходимо 

продиффундировать до того места, где мертвый коней присоединяется к остову. 

Можно сказать, что возникает диффузионный барьер, который приведет к эффективной 

перенормировке источника. Данный вопрос рассматривался для различного типа сред 

[62]. Для сред с фрактальной геометрией он еще нуждается в доработке. 

Второй вопрос – это соответствие между формулами, даваемыми моделью, и 

реальным распределением частиц в конкретном эксперименте. В последнем случае 

распределение частиц в пространстве будет локализовано внутри каналов, 

формирующих перколяционный кластер. Поэтому вместо монотонного расплывания 

облака будет наблюдаться формирование структур и кластеров примеси. Попытка 

усреднить концентрацию по  пространству не приводит к успеху, поскольку, как 

известно, доля пространства, занимаемая перколяционным кластером, на масштабах 

меньших корреляционной длины ξ  зависит от размера области усреднения 

(перколяционный кластер обладает фрактальной размерностью). В этом случае 

сравнении теории с экспериментом должны проводиться для моментов распределений 

концентрации, определяемых в теории и наблюдаемых на эксперименте (среднее 

смещение (4.13), дисперсия (4.14), (4.15).  
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Что касается непосредственного сравнения распределений концентрации, то 

данный вопрос – это вопрос о степени неопределенности предсказаний модели, 

опирающейся на свойства среды, усредненные по ансамблю реализаций [63]. 

Действительно, формирование перколяционного кластера, который в нашем случае 

определяет конкретную реализацию распределения проницаемости и, следовательно, 

поля скоростей есть случайный процесс. Входящая в выражение (3) функции Грина G  

есть результат усреднения точной функции Грина ( )1 2
ˆ , ; G r r t  для конкретной 

реализации фрактальной (и, следовательно, неоднородной) среды, являющейся 

решением уравнения (4.1): 

( ) 0 0
ˆ, , ;

2 2
r rG r t G r r t = + − 

 

 

    

где запись ...  обозначает усреднение по ансамблю реализаций среды. Степень 

неопределенности модели определяется статистическим разбросом, который 

происходит из-за пространственных флуктуаций указанных характеристик среды 

(прежде всего, проницаемости) и обусловлен формально статистической 

неопределенности величины Ĝ . Соответствующий статистический разброс Ĝ  (и, 

следовательно, концентрации примеси) определяется соотношением 

 
2Ĝ

G

δ
∆ = , где ˆ ˆG G Gδ = − . (4.77) 

Предположим сначала, что размер области локализации примеси  (облака 

примеси) велик в сравнении с длиной корреляции ( ) ξ>>R t . В этом случае среду 

можно считать статистически однородной, и в соответствии с эргодической гипотезой 

усреднение по ансамблю реализаций можно заменить усреднением по пространству. В 

частности, будем иметь: 

 ( ) 3
0 0 0

1 ˆ, , ;
2 2V

r rG r t d r G r r t
V

 = < + − > 
 ∫

 

    (4.78) 

Объем V , по которому происходит усреднение, удовлетворяет неравенству: 

 ( )3 3ξ << <<V R t  (4.79) 
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Тогда основной вклад при вычислении числителя под знаком корня в формуле (4.77) 

возникает от интегрирования произведения ( ) ( )01 02
ˆ ˆG r G rδ δ  по области 01 02r r ξ− ≤ , так 

что с учетом того, что в сильно неоднородной фрактальной среде масштаб флуктуаций 

Ĝδ  порядка самой G , имеем 

( ) ( )
01 02

3
2 3 3 2

01 02 01 02
ˆ ˆ ˆ

r r

G d r d r G r G r G
Vξ

ξδ δ δ
− ≤
∫  . 

Подставляя эту оценку в соотношение (18), получаем, что относительный 

статистический разброс концентрации примеси за счет пространственных флуктуаций 

характеристик среды на временах, когда ( ) ξ>>R t , можно оценить как 

 
( )

3/ 2

R t
ξ 

∆ ≤   
 

 (4.80) 

При ( ) ξ>>R t  данная величина мала, и модель будет описывать результаты 

эксперимента с хорошей точностью (после соответствующего усреднения наблюдаемой 

концентрации). По мере уменьшения размера облака примеси статистический разброс 

концентрации примеси растет, и в том случае, когда данный размер оказывается 

сравнимым с длиной корреляции, величина статистического разброса становится 

порядка единицы 

 1∆  ,  при ( )R t ξ . (4.81) 

Таким образом, можно утверждать, что полученные в рамках предложенной модели 

формулы с хорошей точностью описывают поведение примеси в единичном 

эксперименте на временах, когда размер облака примеси сравним либо много больше 

корреляционной длины. На меньших временах результаты модели будут 

воспроизводиться после усреднения результатов единичных экспериментов по 

достаточно большому числу реализаций среды. Вопрос о статистической 

неопределенности результатов модели в данном интервале времени нуждается в 

дополнительном исследовании. 

Отметим, также, что в литературе существуют модели, в которых для 

эффективного описания сред с фрактальными свойствами для относительной диффузии 

(в нашем случае – дисперсии) используется явная зависимость от пространственных 

либо временных координат (см., например, [64]). Однако, данный способ вызывает 
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определенные трудности при рассмотрении случаев с распределенным источником 

(например, начальное распределение не сводится к дельта-функции). В рамках нашей 

модели вопрос о распределенных источниках по пространству решается формулой (4.8)  

В случае же когда речь идет об описании миграции отдельных частиц, то 

введение явной зависимости коэффициента диффузии от пространственных и 

временных координат эквивалентно представленным в работе формулам. Например, 

формулу (4.34) можно представить в виде ( )1R D t t , где ( ) ( )
12
11

h
h hhD t a V t

−
++= , либо 

( )1R D R t , где ( ) 1h hD R a VR −= . 

 Также в заключение коснемся вопроса о происхождении перколяционных 

кластеров в геологических средах. Как уже указывалось, такие кластеры могут 

формироваться как результат специфического распределения трещин в трещиноватых 

скалах [45]. Однако, формирование путей просачивания жидкости в виде 

перколяционных кластеров может быть следствием сильного разброса в значениях 

проницаемости в изначально статистически однородной среде (например в пористой 

среде с широким распределением пор по размерам) [10]. Для частично насыщенных 

сред  механизмом, приводящим к формированию перколяционного кластера, 

объединяющего насыщенные влагой области, может являться поверхностное 

натяжение жидкости [65]. 
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ГЛАВА 5 

СТАТИСТИЧЕСКИ ОДНОРОДНЫЕ ДВУПОРИСТЫЕ СРЕДЫ 

 

 Перейдем теперь к описанию переноса в статистически однородных 

двупористых средах (третий тип, из перечисленных во введении). Их можно 

характеризовать следующим образом. В средах этого типа каналы для транспорта 

примеси на большие расстояния образованы семейством пор достаточно крупных 

размеров. Пространство между данными каналами заполнено пористой средой, но с 

порами существенно более мелкими. На рисунке 5.1  схематически изображен пример 

такой среды.  

 

 

 

Рис. 5.1. Схематическое изображение двупористой среды. 

Обозначим средний размер крупных пор как a , и средний размер пористых  

блоков как b . Поскольку проницаемость системы пор пропорционально (грубо) 

квадрату их радиуса, то проницаемость системы крупных пор значительно превосходит 

проницаемость системы мелких. В итоге течение грунтовых вод (а, следовательно, и 

адвективный перенос растворенной примеси) будет определяться именно крупными 

порами, а внутри пористых блоков течением можно пренебречь. Однако, поскольку 

пористые блоки также насыщенны влагой, примесь может диффундировать в них. 

2a  

2b  
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Таким образом, перенос на большие расстояния будет также определяться и обменом 

между системой крупных пор и пористыми блоками (аналогично тому, как это было в 

регулярно неоднородных средах главы 1). 

Примерами реализации среды с такими свойствами могут являться не только 

пористые среды с бимодальным распределением пор по размерам, но и трещиновато-

пористые среды, в которых сетки трещин играют роль системы крупных пор, а также 

геологические формации состоящие из смеси хорошо проницаемых (например, песков) 

и слабопроницаемых компонент (например, глин). 

Появление неклассических режимов переноса для данного типа сред может 

показаться с первого взгляда неожиданным. Действительно, касаясь причины 

возникновения аномальных режимов переноса в предыдущих случаях (регулярно 

неоднородных и фрактальных сред), можно утверждать, что для обоих типов сред 

данной причиной являлась невозможность ввести усредненные характеристики для 

распределения неоднородностей. Именно, для обоих типов сред объемная доля 

«быстрых» каналов уменьшалась с увеличением масштаба усреднения. В 

статистически однородных двупористых средах мы можем провести такое усреднение. 

Для этого достаточно усреднять на масштабах больше b . В итоге мы получим среду с 

эффективными проницаемостью и пористостью, для которой должен реализоваться 

классический режим адвекции-диффузии (или адвекции-дисперсии).  Однако, как 

показывают многочисленные исследования, это не так и очень часто здесь также 

наблюдаются режимы, для которых среднее смещение r  и дисперсия частиц ( )tσ  

зависят от времени как tγ , где 1γ <  для r , и 1 2γ ≠  для ( )tσ . 

Дело в том, что даже если размер облака примеси существенно превосходит 

размеры неоднородностей b  (и среда выглядит как однородная), тем не менее, 

возможна ситуация, когда в системе отсутствует равновесие. Именно, как и в случае 

регулярно неоднородных сред, частицы примеси проводят в «быстрой» подсистеме (в 

системе хорошо проницаемых каналов, по которым перенос примеси происходит по 

механизму адвекции) только часть общего времени. И как следствие этого, перенос по 

быстрой подсистеме определяется как характеристиками этой подсистемы (средней 

скоростью адвекции, коэффициентом дисперсии), так и долей времени, проведенной 

примесью в этой подсистеме. 
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Впервые проблема переноса в таких средах возникла в хроматографии [66], и в 

настоящее время она представляет значительный интерес для описания переноса 

загрязнений в геологических формациях. Простейшие модели двойной пористости (или 

двойной проницаемости) состоят в следующем [38, 39]. Среда миграции 

представляется как суперпозиция двух взаимно проникающих областей, каждая из 

которых занимает все пространство и обладает своими собственными 

гидрологическими и транспортными свойствами и пористостью. Перенос на далекие 

расстояния определяется адвекцией по хорошо проницаемой подсистеме, в то время 

как слабопроницаемая подсистема играет роль ловушки. В простейшем случае 

рассматривают ситуацию, в которой на временах, когда размер облака примеси 

превосходит масштабы неоднородностей (что и представляет практический интерес), 

примесь в первой и второй подсистемах находятся в равновесии. В этом случае 

режимом переноса остается классическая адвекция-диффузия, но с 

перенормированными транспортными коэффициентами (средней скоростью адвекции 

u  и коэффициентом дисперсии D ). Именно, если в отсутствие взаимодействия со 

второй пористостью указанные величины определяются коэффициентами u  и D , 

соответственно, то в результате взаимодействия новые величины  u  и D  определяются 

как 

 uu
K

= ,  DD
K

=   (5.1) 

где коэффициент K  есть отношение полной концентрации к ее активной части. Часто 

это приближение используется для описания переноса в пористых средах с сорбцией 

(равновесная модель сорбции). В этом случае K  носит название коэффициента 

задержки (см., например, [67]). 

 Легко показать, что даже на больших временах, когда размер облака примеси 

существенно превосходит геометрические размеры неоднородностей, равновесие в 

распределении примеси между подсистемами и внутри второй подсистемы (в 

ловушках) может не достигаться. Действительно, время установления равновесия 

внутри каналов первой подсистемы есть характерное время диффузии на масштабе 

порядка апертуры каналов 2a . При ~ 1a mµ  и коэффициенте молекулярной диффузии 

в растворе 6~ 10md −  см2/сек, имеем 2 210ma dτ −≈  сек, что пренебрежимо мало в 

большинстве случаев. Время установления равновесного распределения концентрации 
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во второй подсистеме (а, следовательно, и между подсистемами) по порядку есть 
2

mb dτ ≈ 

 , где md  есть эффективный коэффициент диффузии примеси в блоках. 

Обычно m md d<<  , что является следствием сложной, извилистой структуры каналов, 

по которым диффундирует растворенная примесь внутри блоков. Характерные размеры 

блоков могут варьироваться в широких интервалах [45]. Если в качестве примера взять 

~ 10b  см, 8~ 10md −
  см2/сек, то время установления равновесия получается порядка  

10~ 10 300cekτ ≈  лет. Откуда следует, что в широком временном диапазоне 

равновесное приближение для обмена примесью между подсистемами нельзя считать 

обоснованным. 

 Для учета указанной неравновесности был предложен ряд моделей, целью 

которых было определение функции, описывающей обмен примесью между 

подсистемами. Опять-таки, в простейшем случае данная функция представлялась в 

виде разности средних концентраций примеси (в первой и второй подсистемах), 

умноженной на константу с размерностью обратного времени [38]. В более сложных 

моделях была предпринята попытка учесть зависящее от времени распределение 

примеси внутри блоков. Вводилась так называемая функция памяти. Некоторые 

представления для этой функции были получены на основе прямого решения 

диффузионной задачи для блоков стандартной формы (плоской, цилиндрической, 

сферической). При другом подходе вид функции памяти выбирался исходя из общего 

представления в виде степенной функции [68]. В работах [69, 70] были предложены 

модели, в которых обмен между подсистемами описывался суммой обменных 

слагаемых с целым набором характерных времен. При этом реализация обмена с тем 

или иным характерным временем определялась функцией распределения вероятности, 

которая в свою очередь должна была определяться из эксперимента [71]. Следует 

отметить, что анализ возможных режимов переноса, в данных моделях не проводился.  

 Целью настоящей главы является построение неравновесной модели переноса в  

двупористых средах, учитывающей динамику обмена примесью между подсистемами, 

и на базе этой модели анализ режимов переноса примеси в статистически однородной 

двупористой среде. 

 Далее в разделе 2 содержится постановка задачи и выписаны основные 

соотношения. Раздел 3 посвящен описанию режимов переноса. Основные выводы и 

сравнение со стандартной равновесной моделью приведены в Заключении. 
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5.1 Основные уравнения и функция памяти 

 Рассматриваемая среда имеет вид, схематически изображенный на рисунке 5.1. 

В дальнейшем для удобства мы будем называть хорошо проницаемую систему пор 

системой трещин. Рассматриваем случай, когда и система трещин, и пористость блоков 

насыщены влагой. Перенос примеси внутри системы трещин описывается 

классическим уравнением адвекции-диффузии 

 ( ) 0m
c div vc D c
t

∂
+ − ∇ =

∂



 , (5.2) 

где c  есть концентрация примеси в растворе в трещинах, ( ),v v r t=
    локальная 

скорость течения в трещинах. 

 

 После стандартного усреднения уравнения (5.2) по пространству на масштабах 

много больше характерного размера блоков b  (Рис. 5.1), получаем (см., например, [67]) 

 ( )c div uc D c Q
t

∂
+ − ∇ = −

∂



 , (5.3) 

где 

 1 3

V

c V cd r−= ∫ , 

V - объем усреднения ( 3V b>> ), u  есть средняя скорость просачивания, D  есть 

коэффициент (в общем случае, тензор) дисперсии, а Q  - плотность стока частиц 

примеси из раствора внутри трещин в блоки в пересчете на единицу объема. 

Коэффициент дисперсии D  содержит две части, одна из которых определяется 

вкладом молекулярной диффузии md , а вторая – флуктуирующим гидродинамическим 

переносом [72]. Согласно результатам экспериментальных данных, компилированных в 

работе [73], ~ mD d  при 1Pe ≤ , а при 1, ~ mPe D d Pe>> , где число Пекле есть 

m

buPe
d

= . Учитывая, что миграция примеси на большие расстояния определяется  

переносом по системе трещин, ниже примесь в трещинах c , мы называем активной 

примесью. 

 Решается задача с начальным условием 
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 ( ) ( ) ( )0, 0c r t c r= =
  . (5.4) 

 Как и в предыдущих главах, далее нам удобно перейти в представление Фурье-

Лапласа. В данном представлении уравнение (5.3) принимает вид 

 ( ) ( )02
, ,p k p k kp iku Dk c Q c+ + = − + 





 , (5.5) 

где 0
kc  есть Фурье образ начального распределения примеси ( ) ( )0c r . 

 В силу линейности задачи связь между ,p kQ   и ,p kc   также должна быть линейной. 

Кроме того, считаем, что поступление примеси в блоки происходит только из раствора 

в трещинах, то есть блоки не обмениваются примесью непосредственно друг с другом.  

В общем случае это, конечно, не так, так как между пористыми блоками остаются 

перемычки. Однако, если перенос по трещинам определяется адвекцией, вклад 

диффузионного переноса примеси по этим перемычкам в общий транспорт на большие 

расстояния оказывается не существенным. 

В итоге, имеем 

 ( ), ,p k p kQ p c= Λ ⋅  , (5.6) 

где функция ( )pΛ  часто носит название функции памяти. Ее вид будет определен 

ниже.  

 Из уравнения (5.5) и выражения (5.6) для концентрации активной примеси в 

Фурье-Лаплас представлении следует 

 
( )

( )

0

2
k

pk

c
c

p p iku Dk
=

+ Λ + +









, (5.7) 

 С помощью обратного Фурье-Лаплас преобразования pkc   находим 

 ( ) ( ) ( ) ( )03, ,c t r d r G t r r c r′ ′ ′= −∫
   

, (5.8) 

где функция Грина ( )rtG ,  после интегрирования по волновому вектору определяется 

выражением 
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 ( ) ( )( )
exp

2, exp ; ,
4 2

l i

l i

ur
dpDG t r p t r

Dr iπ π

+ ∞

− ∞

 
 
 = −Φ∫



 , Re 0,l r r> =
 , (5.9) 

 ( ) ( )( ); , 1
2 u
urp t r t p p pt
D

Φ = + +Λ − , (5.10) 

и введено характерное время 

 2
4

u
Dt

u
= . (5.11) 

 

Определение функции памяти 

Для определения ( )pΛ  необходимо вычислить поток примеси на отдельный 

блок. 

 Уравнение для концентрации примеси n  в поровом растворе внутри блока имеет 

вид 

 m
n d n
t

∂
= ∆

∂
. (5.12) 

Усредняя уравнение (5.12) по пространству внутри блока (на масштабах много больше 

размеров пор, но много меньше b ) и учитывая, что для концентрации примеси в 

растворе n  применимо приближение равновесной сорбции, получаем уравнение 

 n d n
t

∂
= ∆

∂
, (5.13) 

где эффективный коэффициент диффузии d  учитывает свойства среды блоков 

(пористость, искривленность путей миграции). 

 В начальный момент времени примеси в блоках нет 

 ( ) 00, ==trn . (5.14) 

 Условие на границе блока (с учетом того, что c  есть концентрация активных 

частиц  усредненная на масштабах много больших b ) имеет вид 

 Boundn Ac=  (5.15)  

где 
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 b frA ϕ ϕ= . (5.16) 

Здесь bϕ  есть величина пористости в блоках, а frϕ  - удельная доля объема, занимаемого 

трещинами. 

Поток примеси из пространства внутри трещин на один блок определяется 

выражением 

 
bS

q d ndS= − ∇∫




, (5.17) 

где интегрирование производится по поверхности блока bS . Вводя объем, 

приходящийся на один блок bV , для плотности стоков в уравнении (5.3)  имеем 

выражение 

 
b

qQ
V

= , (5.18) 

которое, согласно (5.5) и определит функцию Λ . 

Найдем выражения для ( )pΛ  в двух предельных случаях больших и малых p . 

Для этого заметим, что режим переноса примеси внутри блока существенно 

различается на больших и малых временах. 

На временах bt t<< , где 

 
2

1b
b

b

Vt
S d

 
=  
 

, (5.19) 

примесь, ушедшая в блок, занимает лишь узкий слой вблизи поверхности блока. В этом 

случае задачу диффузии примеси в блок можно рассматривать как одномерную. Тогда  

выбирая систему координат с осью Ox  направленной вглубь блока по нормали к 

границе с началом на его поверхности, в представлении Лапласа уравнение (5.13) 

принимает вид 

 
2

2

p nn
d x

∂
=
∂

, (5.20) 

Решение, убывающее при x →∞ , с учетом граничного условия (5.15) имеет вид 
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 exp pn Ac x
d

 
= −  

 
, (5.21) 

Подставляя (5.21) в выражение (5.17) и затем в (5.18), получаем 

 , ,p k p k
a

pQ c
t

≅  , (5.22) 

где введено новое характерное время 

 
2

1b
a

b

Vt
S A d

 
=  
 

. (5.23) 

В итоге, замечая, что интервал bt t<<  соответствует значениям переменной Лапласа 

1
bp t−>> , с учетом (5.6) для функции ( )pΛ  имеем 

 ( )
a

pp
t

Λ ≈ , при 1bpt >> . (5.24) 

 Перейдем к временам bt t>> .  Удобно выделить в уравнении (5.13) малый 

параметр. Для этого обезразмерим пространственную координату на величину 

b bb V S= , которая приблизительно равна характерному размеру блока: r r r b→ =


 



 , 

так что уравнение (5.13) примет вид 

 n nα = ∆ , (5.25) 

где 1bptα = << , и абсолютные значения новых координат меняются в интервале 

порядка единицы. На рассматриваемых временах примесь в блоках распределена 

практически однородно, причем n Ac≡  на границе блока, и n Ac<  внутри блока. 

Тогда мы можем представить n  в виде 

 ( )( )1n Ac f r= −


 , (5.26) 

где ( ) 0f r =


  на границе блока и ( ) 0f r >


  внутри блока. Поскольку в уравнении (5.25) 

имеется малый параметр, будем искать решение в виде ряда теории возмущений. С 

точностью до членов первого порядка малости имеем ( ) ( )1f r f rα≈
 

  , где 1f  

удовлетворяет условиям: 1 1f∆ = −  внутри блока, и 1 0f =  на его границе. Переходя в 
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(5.17) от поверхностного интеграла к объемному, воспользовавшись уравнением (5.25) 

и выражением (5.18), получаем для плотности стоков следующее соотношение 

 ( )12
b bb V V

d AQ dV f r dV c
V b
α α

  ≅ − 
  
∫ ∫



 , (5.27) 

откуда с учетом (5.6) для ( )pΛ получаем  

 ( ) ( )1b
b

a

tp p Bpt
t

Λ ≈ − , при 1bpt << . (5.28) 

где B  - множитель порядка единицы, зависящий от формы блока. 

 Введенные времена (5.19) и (5.23) имеют следующий смысл. Параметр at  

характеризует время, когда количество примеси, ушедшей в блок, сравнивается с 

количеством примеси в трещине, а параметр bt  есть время установления равновесия 

между примесью в трещинах и блоках. В настоящей работе мы полагаем 

 b at t>> . (5.29) 

  

Как обычно, режим переноса определяется средним смещением центра масс 

облака примеси r  и дисперсией примеси ( )tσ : 

 ( ) ( )∫= rtcrrd
tN

r  ,1 3 , (5.30) 

 ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ −= rtcrrrd
tN

t  ,1 232σ , (5.31) 

где ( ) ( )∫= rtcrdtN  ,3  есть полное число активных частиц примеси в момент времени t . 

 Далее мы будем рассматривать перенос примеси на временах, когда ( ) 0tσ σ>> , 

где ( )0 0tσ σ= = . Поэтому, согласно уравнению (5.8) для концентрации активных 

частиц справедливо следующее выражение: 

 ( ) ( )rtGNrtc  ,, 0= . (5.32) 

 Полное число активных частиц примеси выражается через нулевую Фурье-

гармонику функции Грина: 
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 ( ) ( ), 0
exp

2 p k k
dpN t G pt

iπ =
= ∫   . (5.33) 

 Выражения (5.9), (5.10) во многом аналогичны выражениям, полученным в 

задачах о миграции примеси в гребешковых структурах [37] и в резко-контрастных 

средах в рамках модели Дыхне (cм. Главу 1). Поэтому в дальнейшем анализе мы будем 

следовать методу, развитому в указанных работах. 

 

5.2 Режимы переноса и асимптотическое поведение концентрации 

 Поведение функции Грина и структура асимптотики концентрации зависят от 

соотношения между характерными временами ut , at  и bt . Проанализируем поведение 

для различных случаев. 

 Как обычно, считаем, что в основном облаке главный вклад в интеграл (5.9) 

определяется значениями переменной Лапласа, удовлетворяющими соотношению 

1pt  , а в асимптотиках концентрации – 1pt > . 

 (1) u at t<< . 

(1.1) ut t<< . В этом интервале мы можем перейти к пределу 0 au , t→ →∞ . 

Поэтому здесь функция Грина принимает вид, соответствующий известному 

выражению классической диффузии: 

 ( )
( )

2

3 2
1, exp

44
rG t
DtDt

ρ
π

 
≅ − 

 



 . (5.34) 

 (1.2) u bt t t<< << . В основном облаке имеем 1 1
b ut p t− −<< << , и при 

интегрировании выражения (5.9) можем использовать следующее разложение функции 

( ); ,p t rΦ : 

 ( ) 2; ,
2 4

u

a

tru r pp t r p pt
D u t

 
′Φ = + − −  

 
 (5.35) 

где t t r u′ = − . 
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 Как следует из дальнейших вычислений, поведение функции Грина существенно 

различается на временах меньших и больших характерного времени ( )1 32
u at t t∗ = . 

 (1.2.а) ut t t∗<< << . Во-первых, рассмотрим поведение концентрации в основном 

облаке примеси. Предположим, что в данном интервале времени слагаемым 

пропорциональным p  в формуле (5.35) можно пренебречь. Тогда вычисление 

интеграла (5.9) приводит к следующему выражению 

 ( )
( )

( )2

3 2
1, exp

44

r ut
G t

DtDt
ρ

π

 −
 ≅ −
 
 

 

 . (5.36) 

При вычислении интеграла, вблизи пика концентрации, r ut 

 , характерные  значения 

p , дающие основной вклад при интегрировании выражения (5.9) имеют вид 

( ) 1 2
up t t −

 . Откуда следует оценка слагаемого пропорционального p  в выражении 

(5.35): 

 
3 4

a

r p r
u t ut∗

 
 
 
 . (5.37) 

Поскольку в области основного облака пространственная переменная удовлетворяет 

неравенству r ut≤ , то из (5.37) следует оценка 

 
3 4

1
a

r p r
u t ut∗

 
≤ << 
 

, 

которое подтверждает сделанное выше предположение.  

 Таким образом, перенос основной массы примеси, описываемый (5.36), 

происходит в режиме трехмерной классической адвекции-диффузии. Среднее 

смещение частиц и дисперсия равны, соответственно, r ut=
   и 4Dtσ = . 

 Выражение (5.36) справедливо там, где экспонента не слишком мала по 

сравнению с единицей. В далеких крыльях функции ( ),G t r  (в асимптотиках) при 

интегрировании в формуле  следует воспользоваться методом перевала. В соответствии 

с уравнением ( )
0

; , 0
p p

p r t p
=

∂Φ ∂ =
  находим перевальную точку 0 2 up t t t′≈ − . 

Поскольку величина 0p  вещественна и имеет знак противоположный знаку t′ , 
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поведение в крыльях различно впереди и за пиком основного облака. В далеком 

переднем крыле ( 0t′ < ) остается справедливо выражение (5.36). Позади пика  0t′ >  и, 

следовательно, 0 0p < , поэтому при смещении контура интегрировании к перевальной 

точке влево последний «цепляется» за точку ветвления 0p = , обусловленную 

слагаемым порядка p  в (5.35). В итоге возникает добавочный вклад Gδ , 

определяемый интегралами вдоль берегов разреза. После подстановки (5.35) в (5.9), 

разложения подынтегрального выражения до первого порядка по p , находим 

 
( )

( )
1 2

3 2
1 exp 1 cos

24
u

a

t ruG
t DDt

δ ϕ
π

   = − −   ′   
, (5.38) 

где 

 ( )cos
ru
ru

ϕ =


. 

 По мере уменьшения r , концентрация, определяемая Gδ , убывая по 

степенному закону, существенно превышает вклад от ( ),G t r  (формула (5.36)), и 

фактически диктует поведение концентрации в области, где выполняется условие 

( )lnut t t t t∗′ > . 

 Таким образом, на временах ut t t∗<< <<  перенос происходит в режиме,  

практически совпадающим с классической адвекцией-диффузией с почти 

симметричным гауссовым профилем, модифицированным позади фронта степенным 

шлейфом. 

 (1.2.б) bt t t∗ << << . В этом интервале в области основного облака примеси 

главным в разложении (5.35) становится член пропорциональный p , так что 

справедлива аппроксимация 

 ( ); ,
2 a

ru r pp t r pt
D u t

′Φ ≈ + −
 . (5.39) 

С учетом (5.39), при 0t′ >  из выражения (5.9) находим 

 
( )

( )
2

3 2
1 exp 1 cos

2 42 uu

ru rG
D D tDt D t

ϕ
π

 
≈ − − − ′′ ′  

. (5.40) 
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где 

 2
u aD u t= . (5.41) 

Выражение (5.40) справедливо во всем временном интервале bt t t∗ << << . Однако 

режим переноса существенно отличается в двух диапазонах времени attt <<<<∗  и 

a bt t t<< << . 

На временах attt <<<<∗  среднее смещение облака частиц есть r ut≈
   в то 

время как расплывание облака определяется выражением ( ) ( )1 4~ at ut t tσ . Поскольку 

( )tr σ>>  мы можем заменить в показателе экспоненты 2r  на 22tu . В итоге 

выражение для функции Грина примет вид 

 
( )

( )
2

3 2
1 exp 1 cos

2 42 au

ru tG
D t tDt D t

ϕ
π

 
≈ − − − ′′ ′  

. (5.42) 

Таким образом, в данном диапазоне времени режимом переноса будет являться 

адвекция с резко анизотропным профилем концентрации. Позади максимума 

концентрации профиль характеризуется степенным убыванием, тогда как на переднем 

фронте концентрация убывает сначала резко экспоненциально, а затем по Гауссу. 

 На временах a bt t t<< <<  средняя величина смещения частиц примеси и их 

дисперсия одного порядка, ( ) tDtr u~~ σ . Поэтому в области основного облака и в 

области первой ступени хвоста концентрации можно заменить t ′  на t  в (5.40). В итоге, 

имеем 

 
( )

( )
2

3 2
1 exp 1 cos

2 42 uu

ru rG
D D tDt D t

ϕ
π

 
≈ − − − 

 
. (5.43) 

Существенно, что на этих временах at t>>  полное число активных частиц убывает со 

временем 

 ( ) 0
atN t N
tπ

≈  (5.44) 

 Режим переноса аналогичный (5.43)-(5.44) был впервые найден для одномерного 

случая в работе [43] и получил название квазидиффузия. Заметим, что зависимости 
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21~~ tr σ  при квазидиффузионном режиме аналогичны зависимостям при 

классической диффузии, однако полное число частиц в данном случае не сохраняется. 

 Для вычисления концентрации в хвосте используем метод перевала. В области, 

определяемой условием 
1 3

2
u

a

tt t
t

 
′ >>  

 
,  перевальная точка, дающая наиболее 

медленное убывание  концентрации, определяется выражением 
2

0 24 u

rp
D t

=
′

. Вклад от 

этой точки сводится к выражению (5.40). 

 Для значений 
1 3

2
u

a

tt t
t

 
′ <<  

 
 перевальная точка имеет вид ( ) 1 32

0 u ap t t
−

≅ , что 

дает для области вблизи r ut≈  следующую оценку для функции Грина 3exp
4

tG
t∗

 
∝ − 

 
. 

 При r ut>>  перевальная точка приобретает вид 
2

0 24
rp
Dt

≅ , что приводит к 

классической диффузионной форме профиля концентрации (5.34).  

 (1.3) bt t>> . На этих временах для основного облака и первой ступени хвоста 

концентрации главный вклад дают значения переменной Лапласа 1
bp t−<< . 

Воспользовавшись разложением ( )pΛ  (5.28), для Φ  получаем 

 ( ) 2
3~

~
~

2
,; p

u
Dr

tp
D

rurtp u−′−≅Φ , (5.45) 

где введены обозначения a

b

tu u
t

= , u uD BD=  и t t r u′ = −

 . 

 Подставляя (5.45) в (5.9), получаем для с области максимальной концентрацией 

( )r ut





  

 
( )

( ) ( )2

3 2 1 2 3 2

1 exp 1 cos
2 44 uu

r utruG
D D tDD t

ϕ
π

 −
≅ − − − 

  







. (5.46) 

Данный режим очень близок к режиму классической адвекции-диффузии с 

модифицированными скоростью адвекции и диффузионным коэффициентом. Мы 
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будем называть этот режим медленной адвекцией-I. Среднее смещение примеси в этом 

случае r ut=   и дисперсия 2 uD tσ 

 , откуда следует r σ<< . 

  Отметим, что полное число частиц в этом режиме не зависит от времени и 

определяется формулой 

 ( ) 0
a

b

tN t N
t

≈  (5.47) 

 Оценим скорость расплывания облака примеси в поперечном направлении. В 

случаях (1.1) и (1.2а) дисперсия примеси в поперечном направлении (обозначим ее как 

2rσ⊥ ⊥= ) следует непосредственно из формул (5.34) и (5.36), и имеет вид Dtσ⊥  . 

В случае (1.2б) на временах attt <<<<∗  при условии r ut≈


 из первого слагаемого под 

экспонентой в выражении (5.42) следует, что убывание концентрации в поперечном 

направлении определяется зависимостью ( )2exp 4r Dt⊥− . Таким образом, здесь, как и 

в предыдущих случаях, реализуется классическая диффузия. В случае (1.2б) на 

временах a bt t t<< <<  среднее продольное смещение ur D t


 , и соответственно, 

показатель экспоненты в (5.43) зависит от поперечной координаты как 2
14r D t t⊥− , то 

есть реализуется субдиффузия. В случае (1.3) из (5.46) в области пика концентрации, 

r ut≈


 , следует, что убывание концентрации в поперечном направлении 

пропорционально ( )2exp 4r Dt⊥−  , где 

 a

b

tD D
t

= ⋅ , (5.48) 

и, следовательно, также реализуется режим классической диффузии. Подчеркнем, что в 

данном случае, в силу условия u at t<<  продольная дисперсия 4 uD tσ ≈


  много больше 

дисперсии примеси в поперечном направлении 4Dtσ⊥ ≈  .  

(2) 2
a u a bt t t t<< << . 

 При вычислении функции Грина на временах 2
u at t t<<  можно пользоваться 

следующим приближением для функции Φ : 
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 ( ); ,
a

r pp t r p pt
tD

Φ ≅ + − . (5.49) 

 (2.1) at t<< . Этот случай полностью аналогичен случаю (1.1). 

 (2.2) 2
a u at t t t<< << . В этом диапазоне мы можем пренебречь слагаемым p  

под корнем в (5.49). Подставляя выражение для Φ  в (5.9), получаем 

 ( ) ( )1, ,
4

a

rG t r F
Dtr D t t

ξ ξ
π

≅ =
 . (5.50) 

 ( ) ( )1 4exp , , Re 0
2

a i

a i

dsF s s s pt a
i

ξ ξ
π

+ ∞

− ∞

≅ − = >∫ . (5.51) 

Это выражение соответствует субдиффузионному режиму, который ранее был 

исследован в главе 1. При этом режиме дисперсия частиц есть aD t tσ  . Используя 

(5.51) нетрудно получить выражение для первой ступени асимптотики концентрации 

 ( )
1 3 4 3

3

1, exp 3
4 424

G t r
Dtr

ξ ξ

π

    ≅ −         

 . (5.52) 

Вторая ступень асимптотики соответствует классическому диффузионному выражению 

(5.34). На границе между первой и второй ступенями асимптотики (где ( )3 44 3 at tξ  ) 

порядок функции Грина определяется выражением  

 ( ) ( ) ( )1 3, 4 exp aG t r Dt t tπ − −


 . (5.53) 

  (2.3) 2
u a bt t t t<< << . В этом временном интервале реализуется режим 

квазидиффузии (выражение (5.43)) в основном облаке и первой ступени хвоста. Вторая 

ступень определяется выражением (5.52), а третья описывается классической 

диффузией (выражение (5.34)). 

(2.4) bt t>> . Вывод для основного облака и первой ступени хвоста проводится 

аналогично случаю (1.3) и приводит к выражению, описывающую медленную 

адвекцию-I (см. (5.46)). На этих временах хвост состоит из четырех ступеней, 

описываемых формулами (5.46), (5.43), (5.52), и (5.34), соответственно. 
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В поперечном направлении в случае (2.1) перенос происходит в режиме 

классической диффузии с коэффициентом D , в случаях (2.2) и (2.3) – в режиме 

субдиффузии, и в случае (2.4) – в режиме классической диффузии с коэффициентом D . 

(3) 2
u a bt t t>>  

(3.1) att << . Этот случай совпадает со случаем (1.1), так что перенос 

определяется классической диффузией. 

(3.2) a bt t t<< <<  В этом случае реализуется режим субдиффузии (см. случай 

(2.2)). 

(3.3) b u b at t t t t<< << . Здесь можно воспользоваться приближением (5.28), а 

также 0→u  для области основного облака примеси и первой ступени хвоста. В 

результате с учетом (5.29) получаем 

 ( )
( )

2

3 2
3, exp

44
a

b

t rG t r
t DtDtπ

 
≅ − 

 







, (5.54) 

Данный режим соответствует медленной классической диффузии. 

(3.4) u b at t t t>> . Формально этот случай совпадает со случаем (1.3). Так что 

функция Грина (5.46) описывает поведение концентрации в основном облаке и первой 

ступени хвоста. Однако в данном случае коэффициент диффузии uD~  должен быть 

заменен на D~ , введенный формулой (5.48). Мы будем называть этот режим медленной 

адвекцией-II. 

В поперечном направлении в случае (3.1) перенос происходит в режиме 

классической диффузии с коэффициентом D , в случае (3.2) – в режиме субдиффузии, и 

в случаях (3.3) и (3.4) – в режиме классической диффузии с коэффициентом D . 

Анализ поведения концентрации на асимптотически больших расстояниях 

показывает, что хвосты имеют многоступенчатую структуру и справедлива следующая 

закономерность: по мере увеличения расстояния от источника реализуются режимы 

переноса основного облака примеси в более ранние интервалы времени. Такая 

закономерность в структуре хвостов была установлена ранее в предыдущих главах.  
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5.3 Эффекты сорбции в матрице 

 Остановимся кратко на вопросе, к каким эффектам может привести возможность 

сорбции примеси в среде. Под сорбцией обычно понимают те случаи, когда вещество 

из раствора (или газовой фазы) концентрируется на поверхности конденсированной 

фазы (в нашем случае на поверхности пор, трещин) практически не проникая в объем 

этой фазы [74]. Время установления локального равновесия между растворенной и 

адсорбированной фазами определяется временем диффузии примеси в растворе на 

расстояния порядка радиуса пор (или апертуры трещин) и для характерных величин ~

~ 1f mµ  составляет не более секунды. То есть в данном случае можно с хорошей 

точностью пользоваться моделью переноса в сорбирующей среде, в которой 

растворенная и адсорбированная фазы находятся в равновесии, и их концентрации c  и 

adc  связаны коэффициентом распределения DK : 

 ad Dc K c≈   (5.55) 

Здесь мы будем считать, что adc  также определяется на единицу объема (а не на 

единицу массы адсорбента, как это принято в гидрогеологии). Доля адсорбированной 

примеси ( DK ) растет с увеличением удельной поверхности, на которой эта примесь 

может адсорбироваться. Поэтому в практически важных случаях влияние сорбции 

будет сказываться только на процессах переноса в пористых блоках. Для трещин этим 

влиянием можно пренебречь, поскольку удельная поверхность в пористых блоках 

значительно больше, чем в системе трещин. 

 Тогда для описания переноса в пористых блоках вместо уравнения (5.13) мы 

имеем систему уравнений 

 n d n q
t

∂
= ∆ −

∂
,  (5.56) 

 adn q
t

∂
=

∂
,  (5.57) 

где adn  есть концентрация примеси, адсорбированной на поверхности пор в блоках, а q  

описывает обмен между фазами. Складывая (5.56) и (5.57), и учитывая приближенное 

равновесие фаз ad Dn K n≈ , получаем вместо (5.13) следующее уравнение для 

растворенной фазы 
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 nR d n
t

∂
= ∆

∂
,  (5.58) 

где 1 DR K≈ + . Решение системы (5.12)-(5.28) с заменой (5.13) на (5.58) приводит к тем 

же результатам для функции памяти (5.24), (5.28), в которых, однако, характерные 

времена at  и bt  должны быть заменены на 

 
2

1b
a

b

Vt
S A Rd

 
=  
 

 ,  (5.59) 

 
2

b
b

b

V Rt
S d

 
=  
 

 .  (5.60) 

С учетом этой замены все выводы данной главы остаются справедливыми и для 

среды с сорбцией. 

 

 

5.4 Обсуждение и выводы 

 В данной главе развита модель и описаны режимы переноса примеси в 

двупористой (трещиновато-пористой) среде. Показано, что в большом диапазоне 

времени отсутствует равновесие между подвижной и адсорбированной фракциями 

примеси, так что процесс переноса описывается режимами, качественно 

отличающимися от классического режима адвекции-диффузии, имеющим место в 

модели равновесной сорбции. 

 Совокупность и последовательность режимов переноса определяется 

соотношением между тремя характерными временами at , bt  и ut . Можно выделить три 

случая: u at t<< , 2
a u a bt t t t<< << , 2

u a bt t t>> . В первом случае ( u at t<< , средняя скорость 

адвекции велика), реализуется последовательность пяти режимов: классической 

диффузии, классической адвекции-диффузии, адвекции со степенным шлейфом, 

квазидиффузии, медленной адвекции-I. При 2
a u a bt t t t<< <<  последовательность 

режимов следующая: классическая диффузия, субдиффузия, квазидиффузия, медленная 

адвекция-I. В случае малой средней скорости адвекции, 2
u a bt t t>> , реализуются 
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классическая диффузия, субдиффузия, медленная классическая диффузия, медленная 

адвекция-II. 

Для иллюстрации на рисунках 5.2-5.6 изображены зависимости от времени 

полного числа частиц, среднего смещения и дисперсии. 

 

Рис. 5.2 Зависимость полного числа активных частиц от времени bt t t= , 0N N N= . 
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Рис. 5.3 Зависимость среднего смещения частиц примеси от времени bt t t= , 

u b

r

D t
ρ = 



. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.4 Зависимость дисперсии 
2

2

u bD t
σ

Σ =  от времени bt t t=   для быстрой 

адвекции: u a bt t t< < . 
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Рис. 5.5 Зависимость дисперсии 
2

2

u bD t
σ

Σ =  от времени bt t t=  для умеренной 

адвекции: u at t> ,  2
u a bt t t< . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.6 Зависимость дисперсии 
2

2

u bD t
σ

Σ =  от времени bt t t=  для медленной адвекции: 

2
u a bt t t> . 

 Важным результатом настоящей модели, является то, что на больших временах, 

когда имеет место равновесие между растворенной и адсорбированной фазами, 
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поведение системы может отличаться от результатов общепринятой равновесной 

модели. В последней перенос примеси описывается режимом адвекции-диффузии с 

уменьшенными в R  раз скоростью адвекции и коэффициентом дисперсии: eff
uu
R

=


 , 

eff
DD
R

= . Совпадение между результатами двух моделей имеет место только при 

достаточно медленной средней скорости течения, когда выполняется соотношение 
2
u a bt t t>> . В этом случае 1b aR t t≈ >> . В обратном пределе, если 2

u a bt t t<< , средняя 

скорость движения максимума концентрации, по-прежнему, имеет вид eff
uu
R

=


 ,  

однако расплывание облака примеси определяется взаимодействием примеси с 

ловушками, так что эффективный коэффициент дисперсии есть 2
u aD u t≈ . Учитывая 

условие 2
u a bt t t<< , получаем u effD D D R>> ≈ , то есть расплывание облака примеси 

происходит гораздо быстрее, чем в соответствии с общепринятой равновесной 

моделью. 

 Поведение концентрации на расстояниях много больших размеров облака 

примеси описывается многоступенчатыми хвостами. С увеличением расстояния 

характер убывания в хвостах диктуется все более ранними по времени режимами. 
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ГЛАВА 6 

КОЛЛОИДНО-УСИЛЕННЫЙ ПЕРЕНОС В ДВУПОРИСТЫХ СРЕДАХ 

 

Как показано в предыдущих главах наличие в двупористых средах 

слабопроницаемых областей приводит к существенному замедлению переноса, 

поскольку частицы примеси, диффундируя в эти области, проводят в «быстрой» 

подсистеме только часть времени. Наличие в среде подвижных коллоидных частиц, 

способных адсорбировать примесь, может привести к подавлению процесса ухода 

примеси в слабопроницаемые области и, как следствие, эффективному ускорению 

переноса.  

 Под коллоидами в задачах геомиграции обычно понимают мелкие частицы 

(размеров от нескольких нанометров до долей микрона), мигрирующие в среде под 

действием течения грунтовых вод. Коллоидные частицы в грунтовых водах могут 

являться как нерастворимыми фрагментами самой примеси, образующимися в 

результате выщелачивания или выпадения примеси из пересыщенного раствора (т. н., 

истинные коллоиды), так и посторонними частицами, например, частичками глины 

(«псевдоколлоиды»). Для определенности ниже мы будем рассматривать процессы 

переноса при наличии псевдоколлоидов, способных адсорбировать примесь из 

раствора. 

 При исследовании переноса примеси в пористых средах было экспериментально 

показано, что наличие коллоидов, способных сорбировать примесь приводит к 

существенному ускорению переноса примеси [75, 76]. Большинство моделей, которые 

были развиты к настоящему времени, подразумевали, что в системе имеется равновесие 

между примесью в растворе и адсорбированной на коллоидах [77-80]. При таком 

подходе теория приводила к сильной недооценке концентрации на больших 

расстояниях. Для преодоления этой трудности в модели учитывалась конечная 

скорость обмена между растворенной и адсорбированной фракциями, причем 

считалось, что сорбция происходит быстро, а десорбция медленно. Например в [81] 

рассматривалась необратимая сорбция (время десорбции полагалось бесконечности. 

Некоторые модели (см., например, [82]) включали, также динамику самих коллоидных 

частиц, учитывая возможность их прилипания и отлипания от стенок каналов. В другой 

модели [75] была развито так называемое “two-box” приближение, когда для некоторой 
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части объема было справедливо равновесное приближение, а для другой части 

используется кинетический подход. 

 В нашей модели мы рассматриваем коллоидно-усиленный перенос в 

двупористых средах. Перенос коллоидов происходит по каналам хорошо проницаемой 

подсистемы (например, по сети трещин). Размеры пор слабопроницаемой подсистемы 

(матрицы) существенно меньше размеров коллоидных частиц, поэтому коллоиды не 

уходят в эту подсистему. Вместе с ними в быстрой подсистеме остается и 

адсорбированная на них примесь. 

 Задача данной главы – построение модели и описание режимов переноса 

примеси в двупористых средах при наличии коллоидов. 

 Далее в разделе 6.1 будет описана модель и проанализированы режимы переноса 

для регулярно неоднородной двупористой среды. В разделе 6.2 данная задача  будет 

решена для сред с фрактальными свойствами. В разделе 6.3 будут приведены 

результаты для статистически однородных сред. 

 

6.1 Регулярно-неоднородные среды. 

Постановка задачи 

Мы рассматриваем перенос примеси в регулярно - неоднородной среде, 

состоящей из двух областей с сильно различающимися транспортными свойствами, 

являющейся частным случаем двупористой среды. Область 1 представляет собой канал, 

вытянутый вдоль осей Ox  и Oy . Толщина канала вдоль координаты z  равна a . Канал 

заполнен водой, текущей с постоянной скоростью u  в направлении Ox . Растворенная в 

воде примесь переносится течением со скоростью u , и диффундирует с 

коэффициентом молекулярной диффузии md . Также в канале присутствуют 

коллоидные частицы, на поверхности которых имеют место процессы сорбции и 

десорбции содержащейся в растворе примеси. Осажденная на коллоидах часть примеси 

переносится вместе с ними. Схематически данные процессы изображены на Рис. 6.1. 
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Рис. 6.1  Иллюстрация к постановке задачи о переносе примеси в регулярно-

неоднородной среде при наличии коллоидов. 

Канал окружен пористой матрицей (область 2). Растворенная примесь может 

уходить в матрицу. Диффузия примеси в матрице происходит также по жидкой фазе, 

заполняющей микропоры. Вследствие извилистости поровых каналов 

соответствующий коэффициент диффузии d , как правило, меньше (иногда значительно 

меньше) коэффициента md . 

Мы рассматриваем случай, когда коллоиды движутся в канале с той же 

скоростью u , что и жидкость. Как указано выше, в силу больших по сравнению с 

радиусом пор в матрице размеров коллоидных частиц их уход в матрицу запрещен. 

Также, ввиду больших по сравнению с молекулярными размерами коллоидных частиц, 

можно пренебречь их диффузией в канале. Коллоиды распределены в канале 

однородно с концентрацией ℵ . 

Поскольку влияние коллоидов на перенос примеси, которое мы хотим 

исследовать, имеет место в направлении Ox , то ниже мы ограничимся двумерной 

постановкой, подразумевая под c , концентрацию примеси в растворе, 

проинтегрированную по y  от −∞  до +∞ .  

Концентрация растворенной примеси c  в канале описывается уравнением 

 2m
c cu d c q
t x
∂ ∂

+ − ∆ = −
∂ ∂

 (6.1) 

 

mu, d  

d  

x 

z 
2 

1 
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где 
2 2

2 2 2x z
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂

, а q  описывает сорбцию (и десорбцию) примеси из раствора на 

поверхности коллоидов. Выражение для q  имеет вид 

 ( )q c mσ τ= −   (6.2) 

c  есть концентрация, усредненная по микрообъему, содержащему большое число 

коллоидных частиц, а u  есть среднее по толщине канала значение скорости.  

Концентрация примеси n  в области 2 (в матрице) также описывается 

уравнением диффузии: 

 0n d n
t

∂
− ∆ =

∂
. (6.3) 

Нетрудно учесть сорбцию примеси на стенках каналов в среде 2. Отметим, что 

время установления равновесия между примесью адсорбированной на стенке и 

примесью в объеме канала 1
~t  порядка 2

1 ~ 4 mt dδ , где δ  - характерная толщина 

каналов в среде 2. И поскольку b  много меньше всех остальных размеров задачи 

(заведомо можно утверждать, что 310a δ ≥ ), то на интересующих нас временах можно 

считать данное равновесие установившимся. Отсюда следует, что сорбция в матрице 

приводит лишь к перенормировке коэффициента диффузии в матрице: 

 d d d R→ = . (6.4) 

где 1 DR K= +  - стандартный коэффициент задержки в равновесной модели с сорбцией. 

 Связь между величинами c  и n  определяется граничными условия, которые 

заключаются в непрерывности концентрации и нормальной компоненты плотности 

потока частиц. 

Перенос части примеси m  адсорбированной на коллоидах (на единицу объема 

раствора внутри трещины) определяется движением коллоидов. Поскольку 

коэффициент диффузии коллоидов обратно пропорционален их размеру, то их 

диффузией можно пренебречь по сравнению с адвекцией и диффузией примеси в 

растворе. В итоге, уравнение для m  принимает вид 

 m mv q
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (6.5) 
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Мы будем решать задачу с начальным условием, которое заданно выражением: 

 ( ) ( ) ( )00
,

t
c x z N x zδ δ

=
= . (6.6) 

Значения параметров, характеризующих задачу, могут лежать в широком 

диапазоне, и в зависимости от соотношений между ними реализуются различные 

режимы переноса. 

Далее будем рассматривать поведение примеси на временах 0tt >>  ( 2
0 4 mt a / d=

), когда распределение частиц в канале практически однородно по координате z . 

Помимо времени 0t  существуют еще два характерных времени, определяющих 

поведение примеси в растворе: 1) характерное время, которое мы обозначим 1t , начиная 

с которого становится существенным влияние окружающей трещину пористой 

матрицы (аналог времен 1t  и at  предыдущих глав 1 и 5, соответственно), и которое 

определяется временем проникновения примеси в матрицу на глубину порядка 

толщины канала a~ : 

 
2

1 4
at
d

=


, (6.7) 

и 2) время ut , такое что при ut t>  перенос частиц растворенной примеси в результате 

адвекции вдоль трещины начинает превосходить их смещение в результате диффузии 

 2

4 m
u

dt
u

= . (6.8) 

Мы рассмотрим наиболее интересный случай сильной адвекции 1ut t<<  и 

проанализируем различные варианты соотношений между характерными величинами 

τ , 1t  и σ . 

 

Вывод основных соотношений 

Проинтегрировав уравнение (6.1) по координате z  внутри канала и выполнив 

преобразование Фурье по координате x , а также преобразование Лапласа по времени, 

приходим к алгебраическому уравнению: 

 ( )2 1 10 .pk
m pk pk

Q Np iku D k c m
a a

τ τ σ− −+ + + + = +   (6.9) 
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Здесь 

 ( ) ( ),
0

exp ,p kc dt dx pt ikx c x t
∞

= − −∫ ∫  (6.10) 

( ),c x t  – концентрация, усредненная по z . Аналогичным способом определяется pkm . 

Величина pkQ  есть Фурье-Лаплас образ плотности потока примеси через границу, 

отнесенной к единице ее площади; 0N , полное число частиц примеси. При выводе (6.9) 

полагалось, что начало координат находится внутри объема первоначальной 

локализации примеси. 

Аналогично (6.9), уравнение (6.5) для частиц, адсорбированных на коллоидах, в 

представлении Фурье-Лапласа принимает вид 

 ( ) , ,p k p kp iku m cσ τ τ+ + = . (6.11) 

Определение проводится совершенно аналогично тому, как это делалось в 

главе 1. Решение уравнения (6.3) с учетом (6.4) и равенства концентраций n  и c  на 

границе канала приводит к следующему выражению для Фурье-Лаплас компоненты 

концентрации частиц в матрице при 0tt >> : 

 ( )
2

exp , .
2 2pk pk

p dk a an z c z z
d

 +  = − − >  
   





 (6.12) 

Поток частиц на границе канал-матрица вычисляется из (6.12) согласно  

 
2

2 pk
pk

z a

n
Q d

z
=

∂
= −

∂
 . (6.13) 

Подставляя получающееся отсюда выражение для pkQ  в (6.9) и разрешая систему (6.9) 

и (6.11), для pkm  получаем 

 ( )
1

2
2 1 20

,
1

p k m
N p dkm p iku D k p iku
a t

τ σ τ σ τ
τ

−

−
  +  = + + + + + + −
    



, (6.14) 

В дальнейшем нас будет интересовать поведение примеси адсорбированной на 

коллоидах ( ),m x t , поскольку именно эта фракция приводит к усиленному переносу 

примеси на большие расстояния и, в том числе, определяет на этих расстояниях и 
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концентрацию растворенной компоненты. Непосредственный же перенос растворенной 

компоненты по жидкой фазе существенно замедляется вследствие ухода примеси в 

матрицу. Для концентрации ( ),m x t  получаем следующее выражение: 

( )
( )

( ) ( )

0

2
2

1

,

exp
, Re 0

2 2

b i

b i
m

m t x

pt ikxN dp dk b
a i p dkp iku p iku D k p ikv

t

τ π π
σ τ τ

+ ∞ +∞

− ∞ −∞

=

+
= >

 + + + + + + + +
 
 

∫ ∫


(6.15) 

Выводы о перераспределении частиц примеси в системе можно сделать уже из 

анализа зависимости от времени полного числа частиц, адсорбированных на коллоидах. 

 

Полное число частиц, адсорбированных коллоидами, и неравновесные режимы 

переноса 

Проанализируем изменение полного числа частиц примеси, адсорбированной на 

коллоидах, для различных интервалов времени, выражение для которого получается 

интегрированием соотношения (6.15) по координате x :  

 ( ) ( ) ( )

( )

0

1

exp
, , Re 0

2

b i

b i

ptN dpM t a m t x dx b
i pp p p

t
τ π

σ τ τ

+∞ + ∞

−∞ − ∞

= = >
 

+ + + 
 

∫ ∫ . (6.16) 

Как уже указывалось, перенос примеси зависит от соотношения между 

временами τ  и 1t  и параметра σ . Рассмотрим отдельно диапазоны изменения 

параметра σ : 1<σ  (сильная сорбция на коллоидах) и 1>σ  (слабая сорбция на 

коллоидах). 

С точки зрения ускорения переноса более интересна ситуация 1<σ . Для нее мы 

проанализируем три случая: 

1) 1 1,t tτ στ<< <<  - сравнительно медленная, но очень сильная сорбция, 

2) σττ <<<< 11 , tt  - умеренно сильная сорбция,  

3) 1t<<τ  - процесс сорбции происходит очень быстро. 

Перенос примеси наряду с τ  и 1t  определяется также следующими 

характерными временами 
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 1
1 2 3 2

1

, , .t
t
τ ττ τ τ τ

σ σ
= = =  (6.17) 

С учетом этого обстоятельства рассмотрим указанные выше случаи по порядку. 

1) 11 , tt <<<< σττ . Здесь характерные времена в порядке возрастания 

располагаются следующим образом: 

3211 ττττ <<<<<<<<t  

Для каждого из возникающих интервалов вычислим интеграл (6.16) в главном порядке. 

 1а)        ( )0 1 0: tt t t M t N
τ

<< << ≈ . (6.18) 

В этом интервале практически вся примесь содержится в растворе. В матрице ее 

очень мало в силу 1tt << . На коллоидах ее также мало в силу τ<<t , так что выражение 

(6.18) для ( )M t  является первым членом разложения зависимости 

0 1 exp tM N
τ

  ≈ − −    
, описывающей стандартный процесс сорбции примеси на 

коллоидах. Так как почти вся примесь находится в растворе, то ее перенос 

определяется либо диффузией (при ut t< ), либо дрейфом ( ut t> ). 

 1б)        ( )1 1 0
1

4: tt t M t N<< << τ ≈
πτ

. (6.19) 

На этих временах в матрице находится уже значительная часть примеси. В 

растворе, протекающем в трещине, остается лишь доля примеси 1
0~ tN

t
, которая 

продолжает осаждаться на коллоидах со скоростью, определяемой выражением (6.18), 

так что в итоге для количества осажденной примеси получаем (6.19). Отметим, что из 

выражения (6.19) следует, что эффективным временем осаждения примеси на 

коллоидах является время 1τ , причем 1τ τ>> . В силу условия 1t τ<<  доля примеси, 

осажденная на коллоидах, по-прежнему, мала, и перенос в трещине определяется 

растворенной примесью, то есть происходит в режиме квазидиффузии, который 

характерен для обобщенной модели Дыхне (см. главу 1) при 1t t>> . 
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 1в)        ( ) 1
1 2 0: 1t M t N

t
ττ τ
π

 
<< << ≈ −  

 
. (6.20) 

При 1~t τ  раствор уже существенно обедняется примесью. Осажденная на 

коллоидах примесь переносится вниз по течению, а сзади остается область обедненного 

раствора, в результате чего возникает обратный поток примеси из матрицы в раствор. 

Перекачка примеси в коллоиды становится доминирующим процессом, так что при 

1t τ>>  практически вся примесь оказывается сосредоточенной на коллоидах. 

 1г)        ( )2 3 0
3

4: 1 tt M t Nτ τ
πτ

 
<< << ≈ −  

 
, (6.21) 

В начале этого интервала почти вся примесь (в силу 1σ << ) сосредоточена на 

коллоидах, и имеется приближенное равновесие между растворенной и 

адсорбированной компонентами ( ) ( )c t m tσ≅ . По мере распространения примеси вниз 

по течению, в области, где в матрице примесь отсутствует, начинается обратная 

перекачка ее из коллоидной фракции в матрицу. Разница между полным количеством 

примеси и ее долей локализованной на коллоидах ( )0N M t−  определяется примесью 

сосредоточенной в матрице, количество которой растет по диффузионному закону 

( ) 1~ tttn , чем и объясняется вид выражения (6.21).  

Учитывая, что во всем диапазоне времени 1 3tτ τ<< <<  практически вся примесь 

адсорбирована коллоидами, можно ожидать (что подтвердится вычислениями ниже), 

что перенос примеси будет происходить в баллистическом режиме, то есть с 

постоянной скоростью. 

 1д)         ( ) 3
3 0:t M t N

t
ττ
π

>> ≈ , (6.22) 

В этом интервале по-прежнему поддерживается равновесие между растворенной 

и адсорбированной компонентами. Скорость совместного процесса десорбции примеси 

и ее ухода в матрицу лимитируется последним, поэтому перенос в трещине будет 

происходить в квазидиффузионном режиме, аналогично переносу в обобщенной 

модели Дыхне. 
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2) σττ <<<< 11 , tt . В этом случае расположение характерных времен в порядке 

возрастания меняется:  

1231 ττττ <<<<<<<<t  

Соответственно, меняется очередность во времени режимов переноса. 

Ограничиваясь вычислениями в главном порядке, получаем 

 2а)        ( )0 1 :t t t M t<< <<  определяется формулой (6.18); (6.23) 

 2б)        ( )1 2 :t t M tτ<< <<  определяется формулой (6.19). (6.24) 

В интервале 2б) основная часть примеси находится уже в матрице, и вид 

выражения (6.19) объясняется теми же соображениями, что и в случае 1б). 

К моменту 2τ , когда устанавливается равновесие между раствором и 

адсорбированной компонентой ( ) ( )c t m tσ≅  на коллоидах содержится лишь 

( ) 1
2 0

tM Nτ
τσ

≈ , после чего начинается перекачка примеси с коллоидов в матрицу: 

 2в)         ( ) 3
2 0t M t N

t
ττ
π

>> ≈ . (6.25) 

Таким образом, в данном случае максимальное количество примеси, 

адсорбированное на коллоидах, оказывается существенно меньше полного количества 

примеси: ( ) 1
max 2 0

tM M Nτ
τσ

≈ ≈ . 

3) 1t<<τ , 1<σ . В этом случае границы интервалов, на которых происходит 

смена режимов, определяются временами τ  и 3τ , та что 

3ττ <<  

Вычисления дают  

 ( )0 0: tt t M t Nτ
τ

<< << ≈ , (6.26) 

 ( )3 0:t M t Nτ τ<< << ≈ , (6.27) 
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 ( ) 3
3 0:t M t N

t
τ

τ
π

<< ≈ . (6.28) 

В этом случае можно считать, что примесь переносится коллоидами до тех пор, 

пока ее количество в матрице 0

1
~ N t

tσ
∗  не будет по порядку величины равно ее 

количеству на коллоидах 0~ N , откуда и следует, что 3τ≈∗t . 

Если σ  не сильно отличается от единицы, то в выражениях (6.26)-(6.28) надо 

учесть поправочный множитель ( ) 11 −+σ . 

Для полноты картины рассмотрим случай 1>σ . Здесь при условии τ<<1t  

характерные времена располагаются в следующем порядке: 

1213 ττττ <<<<<<<< t  

В интервале 10 ttt <<<<  справедлив режим (6.18), при 21 τ<<<< tt  - режим 

(6.19), а при 2τ>>t  наступает режим (6.22). И опять, как и в случае 2) максимум 

концентрации на коллоидах достигается на временах порядка 2τ  и оказывается 

0 1

2
~ N t
σ τ

, что существенно меньше максимально возможной концентрации при 

заданном начальном количестве примеси. 

Пространственное распределение концентрации примеси 

Пространственное распределение примеси, адсорбированной коллоидами 

определяется выражением (6.15). В общем случае вычисления довольно громоздкие, но 

учитывая, что нас интересует случай малых времен vt , на большей части 

пространственного интервала vtx <<0  мы можем пренебречь диффузией и положить 

в знаменателе 0=D . В итоге знаменатель оказывается квадратичным по волновому 

вектору и интеграл по k  определяется полюсами в точках 3
1

11
ppk i

u p
τ
τ

 
≈ +  + 

 и 

2
1

1p pk i
u τ τ

 
≈ + +  

 
. Второй полюс в комплексной плоскости волнового вектора лежит 

существенно выше первого, так что определяемый им вклад в концентрацию быстро 

затухает с расстоянием, и мы им пренебрегаем. Интегрируя оставшееся выражение по 
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переменной Лапласа, получаем при 2t τ>>  для основного облака и области ближнего 

хвоста: 

 ( )
2

0
3

33

, exp
2 44
N x xm t x
av D tD t

 
≈ − 

π  

, (6.29) 

где 2
3 3D u τ= , а t t x u= − . Форма облака примеси такова, что концентрация плавно 

нарастает в диапазоне до некоторого значения ∗x , после чего довольно резко убывает. 

Значение ∗x  приблизительно определяется равенством единице выражения, стоящего в 

показателе экспоненты. Вычисления дают, что 

 при 3τ<<t         vtx ≈∗ , (6.30) 

 при 3τ>>t         tDx 34≈∗ . (6.31) 

Выражение (6.30) означает, что на временах, когда на коллоидах сосредоточено 

основное количество примеси, расширение облака примеси происходит почти с 

постоянной скоростью, то есть в баллистическом режиме. 

На больших временах, которые, как следует из выражения для 3τ , определяется 

как временем 1t , так и константой сорбции σ , рост размеров облака оказывается 

пропорциональным корню из времени (6.31). Отметим, что, несмотря на классическую 

диффузионную зависимость положения фронта от времени, данный режим переноса 

следует считать аномальным. Во-первых, как следует из выражений, полученных в 

разделе 6.1.3, полное количество примеси адсорбированной на коллоидах не 

сохраняется (уменьшается со временем). И, во-вторых, распределение примеси вдоль 

координаты является резко анизотропным. 

 

Выводы 

В развитой модели ключевыми параметрами, определяющими динамику 

процессов переноса в регулярно неоднородной двупористой среде в присутствии 

коллоидов, являются следующие величины:  

1t  - характерное время ухода примеси в матрицу,  

τ  - время осаждения частицы примеси на коллоиде,  
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σ  - коэффициент равновесного распределения примеси между раствором и 

коллоидами. 

Для переноса в регулярно неоднородной резко контрастной среде при 

сравнительно медленной сорбции на коллоидах ( τ<<1t ) эффективная скорость 

сорбции определяется характерным временем 2
1 1tτ τ= . 

В случае очень сильной сорбции ( 1<<σ ) – такой, что 1t<<τσ , в интервале 

времени 2
1 3 1t tτ τ σ<< << =  практически вся примесь оказывается сосредоточенной на 

коллоидах и переносится вместе с ними в баллистическом режиме (дрейфа с 

постоянной скоростью). На больших временах 3t >> τ  десорбция и окончательный 

уход примеси в матрицу приводят к замедлению переноса, приводящему к режиму 

квазидиффузии. 

Практически такое же поведение характеризует систему и при быстрой сорбции 

τ>>1t . 

При медленной ( τ<<1t ), но не очень сильной сорбции ( 1<σ , 1t>τσ ), 

наступление режима квазидиффузии определяется временем σττ =2 . При этом 

максимальное количество примеси, адсорбируемое на коллоидах, оказывается гораздо 

меньше полного их числа 0N , 1
max 0~ tM N

στ
, однако конечный режим 

(квазидиффузия) остается тем же. 

 

6. 2 Фрактальные среды 

Постановка задачи 

Как уже указывалось, одним из ключевых факторов, определяющих течение 

влаги и перенос примеси в геологических средах является геометрия сетки трещин. В 

настоящем разделе будет рассмотрен случай, когда ускоренный коллоидами перенос  

примеси происходит по системе трещин, которая может быть классифицирована как 

изотропная перколяционная среда с бесконечным радиусом корреляции. Обобщение на 

анизотропный случай и перколяционные среды с конечной длиной корреляции не 

представляет труда. Основные свойства такой среды (структура перколяционного 

кластера, а также характеристики течения) были описаны в Разделах 2, 4.  
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Если в системе присутствуют коллоиды, то перенос последних на большие 

расстояния определяется тем же полем скоростей, что и перенос растворенной 

компоненты. Характер взаимодействия растворенной примеси с ловушками 

определяется типом ловушек. Как указано в главе 4, в перколяционной трещиновато-

пористой среде можно выделить два типа ловушек. Первые – это мертвые концы 

перколяционного кластера, и вторые – это каналы, сформированные порами в матрице. 

Поскольку и те и другие заполнены неподвижной водой, уход растворенной примеси в 

них возможен только благодаря  диффузии. Как и в предыдущем разделе, мы считаем, 

что уход коллоидов в пористую среду невозможен вследствие того, что их размеры 

превосходят размеры микропор, формирующих пористость матрицы. Уход же 

коллоидов в мертвые концы перколяционных кластеров также сильно подавлен в силу 

больших размеров частиц (коэффициент диффузии мигрирующей частицы 

уменьшается с ростом ее размера). Таким образом, движение коллоидов полностью 

определяется случайным полем скоростей адвекции в остове перколяционного 

кластера. В настоящей модели мы ограничиваемся случаем, когда отсутствует 

взаимодействие коллоидов со стенками каналов. Мы также полагаем, что концентрация 

коллоидов постоянна. Обмен примесью между раствором и коллоидными частицами 

описывается в приложении. 

Итак, основой настоящей модели коллоидного переноса примеси в 

перколяционной среде являются следующие три фактора: 1) корреляционные свойства 

поля скоростей адвекции, 2) наличие присущих перколяционной среде ловушек, и 3) 

конечная скорость взаимодействия примеси с коллоидами. 

Перенос растворенной c  и адсорбированной на коллоидах m  компонент 

примеси внутри трещин подчиняется следующим уравнениям: 

 ( ) ( )1ˆt tc c vc c mπ τ σ−∂ + ∂ +∇ = − −


  (6.32) 

 ( ) ( )1
tm vm c mτ σ−∂ +∇ = −



  (6.33) 

Свойства поля скоростей ( )v r   описаны в главе 2, а свойства ловушек (с учетом 

переобозначения в формуле (4.2) ˆt c Qπ∂ = ) описаны в главе 4.  

Правые части уравнений (6.32) и (6.33), описывающий сорбцию и десорбцию 

примеси на коллоидных частицах записаны в линейном приближении, что 

подразумевает, что система находится вдали от насыщения. Параметры τ  и σ , как и 
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ранее, описывают характерное время сорбции и коэффициент распределения, 

соответственно. 

Мы рассматриваем задачу с начальными условиями: 

 ( ) ( )0, 0c r t c r= =
   (6.34) 

 ( ), 0 0m r t = =
  (6.35) 

Уравнения для полного числа частиц в растворе N  и адсорбированных на 

коллоидах M , 

 
( ) ( )
( ) ( )

3

3

, ,

,

N t d r c r t

M t d r m r t

=

=

∫
∫





 (6.36) 

получаются интегрированием системы  (6.32) - (6.33) по всему пространству: 

 ( ) ( )1ˆ1t N N Mπ τ σ−∂ + = − −  (6.37) 

 ( )1
t M N Mτ σ−∂ = −  (6.38) 

Начальные условия для данной системы имеют вид 

 ( ) ( )3
0 00N N d r c r= = ∫

  (6.39) 

 ( )0 0M =  (6.40) 

Здесь 0N  есть полное количество частиц примеси. 

 

Поведение концентрации  

Поведение системы определяется величинами 1, tτ  и σ , которые, в свою 

очередь, определяют следующие характерные времена: 

 
1

1
1t

α
αττ τ
− 

=  
 

 , 2
ττ
σ

= , 1
3 1

t
ατ

σ
= . (6.41) 

смысл которых будет разъяснен ниже. 
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Ниже мы рассмотрим четыре случая различающихся с точки зрения режимов 

переноса: А) сильная и сравнительно медленная сорбция 1σ << , ττσ α
α

<<<<
−

1

1

t ; Б) 

медленная и умеренно сильная сорбция 1t << τ , 1σ < , 
1

1t
α
ατσ
−

<< ; В) быстрая и 

умеренно сильная сорбция 1t<<τ , 1<σ , στ 1t< ; Г) слабая и медленная сорбция 1>σ

, 1t>>τ , 1tστ > . Обоснование возможности реализаций каждого случая будут даны 

ниже. 

A. Сильная и сравнительно медленная сорбция, 1σ << , ττσ α
α

<<<<
−

1

1

t  

Характерные времена (6.41) в порядке возрастания располагаются следующим 

образом 

1 1 2 3t τ τ τ<< << <<   . 

На малых временах, 

1tt << , 

уход примеси в ловушки несущественен и, учитывая начальные условия (6.39), (6.40), 

получаем из (6.37) и (6.38): 

 0N N≅  (6.42) 

 0
tM N
τ

≅  (6.43) 

Пренебрегая в уравнении (6.32) уходом примеси в ловушки и обменом между 

раствором и коллоидами, получаем уравнение для концентрации растворенной 

компоненты примеси 

 ( ) 0tc vc∂ +∇ =


  (6.44) 

Решение данного уравнения при условии, что поле скоростей адвекции обладает 

корреляционными свойствами (2.6), дается выражениями, полученными в главе 2. 

Именно, концентрация примеси, усредненная по ансамблю реализаций среды, 

( ) ( ), ,c r t c r t=
   выражается через начальное распределение примеси (6.34) с 

помощью выражения 
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 ( ) ( ) ( )3
1 0, ,c r t d r G r r t c r′ ′ ′= −∫

    ,  (6.45) 

где ( )1 ,G r r t′−
   есть усредненная функция Грина задачи (6.44), (2.6).  Вкратце 

напомним ее основные свойства. Данная функция Грина может быть представлена в 

виде (см. главу 2) 

 ( )
( ) ( )( )

3

1 3, , Re 0
2 12

b i ikr pt

b i

dp d k eG r t b
i pπ ϕ ηπ

+ ∞ +

− ∞

= >
+∫ ∫




 ,  (6.46) 

где p  и k


 есть переменные Лапласа и Фурье, соответственно, а η  есть автомодельная 

переменная: 

 
2

12 h

h

pk
Va

η
−
+ =  

 
.  (6.47) 

Согласно (6.46) и (6.47) функцию Грина можно представить в виде 

 ( )
( )

( )1 3
1,G r t

R t
ζ= Φ

 ,  (6.48) 

где ( )0 ~ 1Φ , и ( ) 0ζΦ →  при ζ →∞ , 

 ( )
r

R t
ζ = .  (6.49) 

Из (6.46), (6.48) и (6.47) следует, что размер облака примеси определяется 

выражением 

 ( ) ( ) ( )hR t R t a Vt
γ

γ= = , где 1
1 h

γ =
+

. (6.50) 

Поскольку 1h < , имеем 1
2

γ > , и, следовательно, 1G  соответствует 

супердиффузионному режиму переноса. 

 На временах, когда размер облака примеси значительно превышает его 

начальный размер, имеем 

 ( ) ( )0 1, ,c r t N G r t≅
   (6.51) 

Здесь начало координат выбрано внутри области начальной локализации примеси 
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Из уравнения (6.33) имеем 

 ( ) 1
tm vm cτ −∂ +∇ =



  (6.52) 

Откуда следует следующее выражение для средней концентрации примеси, 

адсорбированной на коллоидах m m=< >  

 ( ) ( ) ( )0 1, , ,t tm r t c r t N G r t
τ τ

≅ =
    (6.53) 

В следующем интервале времени, 

1 1t t τ<< <<  , 

уход растворенной примеси в ловушки становится существенным, но вклад обменного 

члена в баланс растворенной концентрации все еще пренебрежимо мал. Поэтому 

вместо (6.37) имеем 

 ( )ˆ1 0t Nπ∂ + =  (6.54) 

откуда получаем выражение для полного количества примеси в растворе 

 
( )

0 1

1
N tN

t

α

α
 ≅  Γ −  

 (6.55) 

Воспользовавшись (6.38) и (6.55), приходим к соотношению 

 
( )

1
0

12
N tM

α

α τ

−
 

≅  Γ −  
 (6.56) 

которое показывает, что по сравнению с предыдущим интервалом времени, рост 

количества адсорбированной на коллоидах примеси замедляется. 

 Из (6.56) также видно, что в случае, когда существенно действие ловушек, 

величина 1τ  характеризует время адсорбции примеси на коллоидах. 

 Теперь, с учетом действия ловушек, уравнение (6.32) для концентрации в 

растворе принимает вид 

 ( )ˆ 0t c vcπ∂ +∇ =


  (6.57) 

Аналогично, как и в случае уравнения (6.44), для усредненной по ансамблю 

реализаций среды концентрации в данном случае справедливо прежнее соотношение 
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(6.45), в котором, однако функцию 1G  следует заменить на новую функцию Грина, 2G , 

уравнения (6.57). Из сравнения (6.57) с (6.44) нетрудно видеть, что 2G  может быть 

получена из 1G  (6.46) с помощью замены (см., также, главу 4): 

 ( )p p pπ→   (6.58) 

в формулах (6.46), (6.47), где ( )pπ  есть Лаплас образ ядра ( )tϕ , определяемый 

соотношением 

 ( ) ( )1p pt απ −= ,   1
1p t−< .  (6.59) 

В результате выражение для функции Грина в этом случае принимает вид 

 ( )
( ) ( ) ( )( )

3

2 3, , Re 0
2 12

b i ikr pt

b i

dp d k eG r t b
i p pπ π ϕ ηπ

+ ∞ +

− ∞

= >
+∫ ∫





 ,  (6.60) 

где новая  автомодельная переменная η  есть 

 
( )

2
1

2
h

h

p p
k

Va
π

η
−
+ 

=  
 

.  (6.61) 

Принимая во внимание соотношение (6.55), описывающее убывание общего 

числа частиц в растворе, новую функцию Грина можно представить в виде 

 ( ) ( )
( )

( )2 3
0

1,
N t

G r t
N R t

ζ= Ψ
 ,  (6.62) 

где ( )ζΨ  обладает свойствами, аналогичными ( )ζΦ : ( )0 ~ 1Ψ , и ( ) 0ζΨ →  при 

ζ →∞ . 

Размер облака примеси теперь при 1t t>>  определяется выражением 

 ( ) ( ) ( )
1

1 1
1

h hR t R t a Vt tα α
β

− += = ,  (6.63) 

Отсюда следует, что показатель степени, определяющий зависимость от времени 

размера облака примеси R t ββ ∝  есть 

 1
1 h

αβ −
=

+
.  (6.64) 
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Таким образом, в зависимости от соотношения между h  и α , перенос может 

происходить как в режиме супердиффузии 1
2

β > , так и субдиффузии, 1
2

β < . 

 

Принимая это во внимание, из (6.57) следует выражение для пространственного 

распределения концентрации в растворе  

 ( ) ( )0 2, ,c r t N G r t≅
  , (6.65) 

Для адсорбированной компоненты справедливо выражение (6.52). Принимая во 

внимание, что теперь размер облака растворенной примеси (6.63) много меньше 

размера облака адсорбированной примеси (6.50) ( ( ) ( )R t R tβ γ<<  при 1tt >> ), мы 

можем рассматривать источник в правой части (6.52) как точечный, и для 

распределения концентрации m  можем написать  

 ( ) ( )1
0

1 ,
t

m dt G r t t N t
τ

′ ′ ′= −∫
  (6.66) 

где ( )N t  определяется выражением (6.55). Выражение (6.66) описывает 

супердиффузионный режим переноса с источником, зависящим от времени. 

Перейдем к интервалу  

1 2tτ τ<< <<  . 

Из выражения (6.56) следует, что при 1t τ≈   имеем 

 0M N≅  (6.67) 

И следовательно количество примеси в растворе существенно меньше 0N  но больше 

Mσ , так как равновесие между адсорбированной и растворенной фазами еще не 

установилось: 

 0 0N N Nσ < <<  (6.68) 

Отсюда следует, что мы можем пренебречь первым слагаемым в правой части 

(6.33). С другой стороны согласно условию στ<<t  мы можем пренебречь вторым 

слагаемым в правой части (6.33) по сравнению tm∂ . В итоге перенос адсорбированной 

компоненты описывается уравнением 
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 ( ) 0tm vm∂ +∇ =


  (6.69) 

с начальным размером облака ( ) ( )1R R tτ <<  и полным количеством примеси 

приблизительно равным 0N . Это позволяет считать начальное распределение 

концентрации для уравнения (6.69) точечным, и, следовательно, справедливо 

следующее выражение для концентрации адсорбированной компоненты 

 ( ) ( )0 1, ,m r t N G r t≅
   (6.70) 

Для растворенной фракции оценка главных членов в уравнении (6.32) дает 

 ( ) ( )1ˆ 0t c vcπ τ −∂ + +∇ =


  (6.71) 

откуда следует приближенное распределение концентрации 

 ( ) ( ) ( )3, Nc r t
R τ
γ

ζ
τ

≅ Φ


 (6.72) 

где функция ( )ζΦ  введена в (6.48), и ( )r Rτ γζ τ= . 

На временах 2t τ>>   растворенная и адсорбированная компоненты находятся 

практически в равновесии, что и определяет смысл времени 2τ . Справедливы 

приближенные равенства  

 N Mσ≅  (6.73) 

 c mσ≅  (6.74) 

 Складывая (6.32) и (6.33), и воспользовавшись (6.74), получаем выражение для 

концентрации адсорбированной компоненты 

 ( ) ( )ˆ1 0t m vmπ∂ + +∇ =




  (6.75) 

где оператор π̂~  получается из π̂  заменой 1t  на 3τ  (время 3τ  определено в (6.41)):  

 
1 3

ˆ ˆ ˆ
t τ

π σ π π
→

= =


  (6.76) 

В интервале времени 

2 3tτ τ<< <<   
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the вклад производной по времени t∂  больше, чем вклад обменного оператора π̂~t∂  и 

уравнение для поглощенной компоненты концентрации принимает вид (6.69). Таким 

образом, режим переноса описывается соотношениями (6.70), (6.74), а полное 

количество компонент примеси – формулами (6.67) и (6.73).  

На очень больших временах, 

3t τ>>  , 

уравнение (6.75) принимает вид 

 ( ) ( )ˆ 0t m vmπ∂ +∇ =




  (6.77) 

так что распределение адсорбированной компоненты описывается равенством 

 ( ) ( )0 2, ,m r t N G r t=
 

  (6.78) 

где функция Грина 2G  равна 2G  в которой 1t  заменено на 3τ : 

 
1 3

2 2 t
G G

τ→
=



  (6.79) 

Отсюда следует, что 3τ  определяет диапазон времени, на котором становится 

существенным окончательный уход примеси с коллоидов в ловушки, что и определяет 

режим переноса.  

Облако примеси растет согласно 

 ( ) ( ) ( )
1

3

1

h
R t R t R t

t

α

β β
τ + 

= =  
 



  (6.80) 

Выражение для концентрации растворенной компоненты следует из (6.74). 

Полное количество примеси на коллоидах на этих временах определяется 

выражением 

 
( )

0 3

1
NM

t

ατ
α

 =  Γ −  



 (6.81) 

и равенством (6.73). 

 Зависимость полного количества примеси и размера облака примеси от времени 

изображены на Рис. 6.2. 
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Рис. 6.2. Зависимости от времени полного числа частиц (а) и размера облака примеси 

(б) для сильной и сравнительно медленной сорбции, 1σ << , ττσ α
α

<<<<
−

1

1

t . 

Сплошная линия - примесь, адсорбированная на коллоидах, пунктир – примесь в 

растворе. 

Б. Медленная и умеренно сильная сорбция, 1t << τ , 1σ < , 
1

1t
α
ατσ
−

<<  

Характерные времена располагаются в следующем порядке: 

 1 3 2 1,t τ τ τ τ<< << <<   .  

На малых временах, 

,N M  (a) 
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1t t<< , 

действие ловушек пренебрежимо мало и практически вся примесь остается в растворе, 

так что полное число частиц определяется выражениями (6.42) и (6.43). Распределение 

концентрации (6.51) и (6.53) определяются супердиффузионной функцией Грина (6.46).  

В следующем интервале, 

1 2t t τ<< << , 

действие ловушек приводит к уменьшению количества примеси в растворе (выражение 

(6.55)) и замедлению роста количества адсорбированной примеси (выражение (6.56)). 

Распределение концентрации примеси в растворе описывается функцией Грина, 

соответствующей случайной адвекции с ловушками, (6.65)), а распределение 

концентрации адсорбированной компоненты – случайной адвекцией с эффективным 

стоком, зависящим от времени (6.66). 

На временах 

2 1tτ τ<< <<  , 

устанавливается равновесие между растворенной и адсорбирванной компонентами, 

формула (6.73), где количество адсорбированной на коллоидах примеси много меньше 

0N , формула (6.81). 

медленной и умеренно сильной сорбции, 1t << τ , 1σ < , 
1

1t
α
ατσ
−

<< . 

Поведение концентрации в растворе описывается формулой (6.65), а выражение 

для адсорбированной компоненты принимает вид 

 ( )
( ) ( )3
CN t

m
R τ σ
γ

ζ
τ σ

≅ Φ  (6.82) 

где ( )M t  определяется из (6.56) и ( )r Rτ σ γζ τ σ= . 

На больших временах, 

1t τ>>  , 

главным механизмом, определяющим перенос, является случайная адвекция, десорбция 

примеси с поверхности коллоидных частиц и их окончательный уход в ловушки. Для 
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полного количества справедливы выражения (6.73) и (6.81). Распределение 

концентрации определяется формулами (6.74) и (6.78). 

 Рисунок 6.3 схематически описывает поведение числа частиц и размер облака 

примеси для данного случая. 

В. Быстрая и умеренно сильная сорбция, 1t<<τ , 1<σ , στ 1t<  

Характерные времена, определяющие перенос, располагаются в следующем 

порядке 

 3τ τ<<  .  

На временах 

τ<<t , 

количество растворенной примеси остается практически неизменным во времени 

0N N≅  и ее перенос происходит в режиме случайной адвекции, так что концентрация 

описывается выражением (6.51). Количество адсорбированной примеси растет линейно 

со временем согласно (6.43) и поведение концентрации этой компоненты определяется 

формулой (6.53). 
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Рис. 6.3. Зависимости от времени полного числа частиц (а) и размера облака примеси 

(б) для медленной и умеренно сильной сорбции, 1t τ<< , 1σ < , 
1

1t
α
ατσ
−

<< . Сплошная 

линия - примесь, адсорбированная на коллоидах, пунктир – примесь в растворе. 
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t(sec) 

имеет место равновесие между растворенной и адсорбированной компонентами, (6.73), 

где  0M N≅  остается справедливым вплоть до времен порядка 3τ . После чего, при  

3t τ>>  , полное число частиц убывает согласно (6.81). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.4 Зависимости от времени полного числа частиц (а) и размера облака примеси (б) 

для быстрой и умеренно сильной сорбции, 1t<<τ , 1<σ , στ 1t< . Сплошная линия - 

примесь, адсорбированная на коллоидах, пунктир – примесь в растворе. 
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3tτ τ<< <<   

(включая интервал 1 3t t τ<< <<  ) описывается супердиффузионной функцией 

Грина (6.70), (6.74). 

И только на временах 

3t τ>>   

растворение и окончательный уход примеси в ловушки становится существенным, так 

что справедливы соотношения (6.78) и (6.74). 

 Поведение примеси в случае В показано на Рис. 6.4. 

Г. Слабая и медленная сорбция 1>σ , 1t>>τ , 1tστ >  

Порядок расположения характерных времен имеет следующий вид 

 3 1 2 1tτ τ τ τ<< << << <<   .  

На малых временах, 

1tt << , 

 

примесь остается преимущественно в растворе 0N N≅ , и только малая часть ее 

адсорбирована на коллоидах (6.43). Перенос определяется случайной адвекцией и 

происходит в режиме супердиффузии, выражения (6.51) и (6.53). 

В интервале 

1 2t t τ<< <<   

количество растворенной примеси начинает уменьшаться в основном за счет ухода в 

ловушки, (6.55), а рост количества адсорбированной примеси, соответственно, 

замедляется, (6.56). 

Режим переноса растворенной компоненты определяется одновременно 

случайной адвекцией и уходом в стоки (6.65), а перенос адсорбированной компоненты 

происходит в режиме супердиффузии с зависящим от времен источником (6.66). Здесь 

возникает еще одно характерное время 
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 1
4 1

1 α

ττ
σ −

=


  (6.83) 

так что 2 4 1τ τ τ< <   . В интервале времени 

2 4tτ τ< <   

количество примеси как в растворе, так и на коллоидах уменьшается согласно (6.55), 

причем M N σ≅ . Режим переноса в растворе остается тем же, что и в предыдущем 

временном интервале, (6.65). Для переноса адсорбированной компоненты справедливо 

выражение (6.82). 

Окончательный режим формируется на временах 

4t τ>  . 

На этих временах устанавливается равновесие между компонентами: M N σ≅ , 

m c≅ σ . Режим переноса определяется выражением (6.65), соответствующим супер 

либо субдиффузии. Таким образом, в этом случае перенос полностью определяется 

поведением примеси в растворе. Максимальное количество примеси на коллоидах 

достигается на временах max 2~t τ  и приблизительно составляет 3
0 0

2
M N N

α
τ
τ
 

≈ << 
 





. 

Рисунок 6.5 иллюстрирует поведение системы в этом случае. 
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Рис. 6.5  Зависимости от времени полного числа частиц (а) и размера облака примеси 

(б) для слабой и медленной сорбции, 1>σ , 1t>>τ , 1tστ > . Сплошная линия - 

примесь, адсорбированная на коллоидах, пунктир – примесь в растворе. 

 

 Обсудим возможность реализации рассмотренных случаев А-Г. Для этого нам 

надо оценить, в каком диапазоне лежат значения параметров 1t , τ  и σ . 

Размеры колодных частиц ρ  варьируются в диапазоне от 310−  до 610−  см. 

Учитывая, что объемная доля коллоидов в трещинах должна быть много меньше 

единицы, будем считать, что 34
3
πρ ℵ  лежит в диапазоне от нуля до 210− . 

Коэффициенты диффузии можно оценить как 73 10D −≈ ×  см2/сек, и 810d −≈  см2/сек. 

Параметр ξ  определяется равенством химических потенциалов растворенной и 

адсорбированной примесей и может изменяться в широком диапазоне. Значения 

величин 1t , τ  и σ  в модельных расчетах (рисунки 6.2-6.5)были получены на основе 

формул (6.107), (6.111) (см. приложение) используя следующие значения: А) 

46 10ρ −≈ ×  см, 34
3
πρ −3ℵ≈ 3×10 , 0, 2ξ ≈  см-1, 46 10a −≈ ×  см; Б) 46 10ρ −≈ ×  см, 
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34
3
πρ −4ℵ≈ 3×10 , 0, 2ξ ≈  см-1, 46 10a −≈ ×  см;   В) 410ρ −≈  см, 34

3
πρ −3ℵ≈ 3×10 , 3ξ ≈

 см-1, 36 10a −≈ ×  см;  Г) 46 10ρ −≈ ×  см, 34
3
πρ −3ℵ≈ 3×10 , 20ξ ≈  см-1, 46 10a −≈ ×  см. 

 

Поведение концентрации на асимптотически больших расстояниях 

Асимптотическое поведение концентрации на расстояниях много больших 

основного облака примеси можно описать с точностью до предэкспоненциального 

множителя  

 ( ) ( )( ), exp ; ,
2

b i

b i

dpc r t p r t
i

+ ∞

− ∞

∝ −Π
π∫  (6.84) 

где 

 ( ) ( )
; ,

1/
rp r t pt

R p
Π = −  (6.85) 

и, как обычно, функция ( )R t  обозначает размер облака примеси, зависящий от времени 

( )R t tε∝ , где ε  зависит от временного интервала и компоненты примеси (выражения 

(6.50), (6.63), (6.80)). Аналогичные выражения справедливы для ( ),m r t . 

Интеграл в (6.84) вычисляется методом перевала, так что перевальная точка есть  

 
( )

1
1

*
1 rp
t R t

ε

ε
− 

=   
 

 (6.86) 

Это приводит к асимптотике концентрации в виде 

 ( ) ( ), expc r t ∝ −Π  (6.87) 

где 

 ( ) ( ) ( )

1
1

*; , 1 rp r t
R t

ε

ε ε
− 

Π ≡ Π = −   
 

 (6.88) 

Как видно из (6.86) по мере увеличения расстояния r  растет значение 

перевальной точки. Поэтому, с учетом (6.86), мы приходим к выводу, что чем более 
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далекие расстояния рассматриваются при фиксированном времени, тем более ранний 

режим определяет асимптотику. Причиной этого является то, что только часть 

примеси, не взаимодействовавшей с ловушками, может достичь больших расстояний. 

Это в равной степени относится к примеси в растворе и на коллоидах. Поэтому 

структура хвостов будет многоступенчатой, если имеет место смена режимов переноса 

во времени.  То есть с увеличением расстояния асимптотика концентраций 

воспроизводит режимы переноса в обратном порядке. 

В качестве примера рассмотрим распределение концентрации в растворе на 

асимптотически больших расстояниях для случая А на временах 3t τ>>  . 

В пространственном интервале 

( ) ( )
1

3

h
htR t r R tβ γ τ

+ 
<< << ⋅ 

 




 

асимптотика концентрации растворенной примеси соответствует текущему 

временному интервалу и определяется выражением 

 ( ) ( )( )1 1, expc r t A βζ −∝ −  (6.89) 

где константа A  порядка единицы и ( ) ( )2R t R t=  . 

На расстояниях 

( ) ( )
1 1

3 2

h h
h ht tR t r R tγ γτ τ

+ +   
⋅ << << ⋅   

   

 

асимптотика концентрации описывается формулой 

 ( )
1

1, expc r t A γζ −
 
 ′∝ −
 
 

  (6.90) 

где константа A′  также порядка единицы и ( ) ( )1R t R t= . 

В следующем пространственном интервале 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 11

2 1

h h
h h htt tR t r R t

α
α

γ γτ τ τ

+ + − +     ⋅ << << ⋅     
     
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для распределения концентрации справедливо 

( )1

exp rc
R τ

 
∝ −  

 
 

где  N  лежит в диапазоне (6.68). 

На расстояниях  

( ) ( )( ) ( )
1 11 11

1 1

h h
h hhtt tR t r R t

t

α
α

γ γτ τ

+ +− +    ⋅ << << ⋅    
    

 

участок концентрационного хвоста описывается выражением (6.89) с ( ) ( )R t R tβ=  

На самых больших расстояниях 

( )
1

1

h
htr R t

t
+

γ
 

>> ⋅ 
 

 

асимптотика концентрации описывается формулой (6.90). 

 

6.3 Статистически однородные двупористые среды 

Перейдем к описанию режимов переноса в статистически однородных 

двупористых средах при наличии коллоидов. 

Процессы, определяющие динамику системы в этом случае те же, что и в 

предыдущих случаях. Именно, 1) перенос растворенной примеси и коллоидных частиц 

по хорошо проницаемой подсистеме пор (или трещин), 2) адсорбция/десорбция 

растворенной примеси на поверхности коллоидных частиц, 3) обмен растворенной 

примесью между «быстрой» подсистемой и пористыми блоками, в которые (ввиду их 

низкой проницаемости) возможна только диффузия растворенной примеси, но не 

коллоидов. В итоге, поведение системы описывается следующей системой уравнений 

для усредненных по объему концентраций растворенной примеси c  и примеси, 

адсорбированной на коллоидах m : 

 ( ) ( )1
t sc u c D c Q c mτ σ−∂ +∇ − ∇ = − − −

 ,  (6.91) 

 ( ) ( )1
t cm u m D m c mτ σ−∂ +∇ − ∇ = −

   (6.92) 
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где наряду с обозначениями предыдущего раздела введены средняя скорость адвекции 

u , и коэффициенты дисперсии примеси в растворе, sD , и коллоидных частиц, cD . В 

силу того, что при больших числах Пекле 1buPe
d

= >>  (здесь u  есть модуль средней 

скорости, b  есть характерный размер пористых блоков, d  - молекулярный 

коэффициент диффузии), дисперсия определяется гидродинамическими флуктуациями 

D D ubα = ≈ , в дальнейшем мы считаем s cD D D= = . Обмен примесью с пористыми 

блоками Q  в правой части () определяется свойствами функции памяти, введенной и 

описанной в главе 5. Решается задача с начальными условиями 

 ( ) ( ) ( )0, 0 , , 0 0c r t N r m r tδ= = = =
   .  (6.93) 

Режимы переноса будем описывать зависимостью от времени полного числа 

частиц, адсорбированных на коллоидах, среднего смешения и продольной и 

поперечной дисперсии этих частиц. 

Как и в случае регулярно неоднородных и фрактальных сред, поведение 

системы зависит от соотношения между характерными временами ut , τ , at , bt  и 

параметром σ . Проанализируем наиболее интересный случай сильной, 1σ << , но не 

слишком быстрой, a bt tτ<< << , сорбции, так что выполняются следующие неравенства: 

 atστ << , 2
a bt t σ<< .  (6.94) 

Здесь возникают два новых характерных времени 

 
2

1
at
ττ =  и 2 2

atτ
σ

= ,  (6.95) 

так что с учетом (6.94) имеем 

1 2a bt tτ τ τ<< << << << . 

Расчеты приводят к следующей последовательности режимов переноса. 

1) at t<< . На этих временах почти вся примесь находится в растворе и лишь 

малая часть 

 0
tM N
τ

≈   (6.96) 
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сосредоточена на коллоидах. Действие ловушек еще пренебрежимо мало, так что 

среднее смещение и дисперсия описываются классическими выражениями 

 2 2, 2 4r ut Dtσ σ⊥= = =
 

.  (6.97) 

2) 1at t τ<< << . В этом интервале процесс адсорбции примеси на коллоидах 

замедляется, 

 0
1

tM N
τ

≈ ,  (6.98) 

что обусловлено взаимодействием примеси с ловушками. Видно, что теперь время 1τ  

характеризует процесс осаждения. Принимая во внимание, что коллоиды с ловушками 

не взаимодействуют, среднее смещение и дисперсия по-прежнему описываются 

выражениями (6.97). 

3) 1 2tτ τ<< << . На этих временах практически вся примесь оказывается 

сосредоточенной на коллоидах: 

 ( ) 0M t N≈ .  (6.99) 

Отсюда видно, что в присутствии ловушек именно время 1τ  является временем 

установления равновесия между растворенной и адсорбированной фазами. Как и в 

предыдущем случае, перенос описывается выражениями (6.97). 

4) 2 bt tτ << << . В этом интервале становится существенным процесс десорбции с 

последующим уходом примеси в пористые блоки (ловушки). Полное количество 

примеси на коллоидах уменьшается со временем согласно 

 ( ) 2
0M t N

t
τ

≈ ,  (6.100) 

а среднее смещение и продольная дисперсия описываются выражениями 

 2
effr D tσ≈ ≈

 

,  (6.101) 

что соответствует режиму квазидиффузии. Поперечная дисперсия описывается 

субдиффузионным законом 

 2
22D tσ τ⊥ ≈ .  (6.102) 
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Отметим, что по сравнению с обычной квазидиффузией (см. главу 1), 

эффективный коэффициент увеличивается в 1σ −  раз. 

5) bt t>> . На этих временах ловушки (пористые блоки) насыщаются примесью и 

устанавливается равновесие между примесью в трещинах и матрице. В результате 

количество примеси на коллоидах остается постоянным во времени 

 ( ) 0 a

b

N tM t
tσ

≈ ,  (6.103) 

а среднее смещение и дисперсия определяются классическими выражениями, но с 

перенормированными константами 

 2 2 2, 2 , ,
b b

r ut Dt u u D D
t tα
τ τσ≈ ≈ = =



 

  .  (6.104) 

Для сравнения рассмотрим случай, когда для характерных параметров 

выполняются следующие соотношения 

 21, ,a b a b at t t t tσ τ στ σ<< << << << << .  (6.105) 

В этом случае характерные времена располагаются в следующем порядке 

1 2a bt tτ τ τ<< << << << , 

и изменения касаются только последнего интервала. 

На временах bt t>>  наступает насыщение матрицы и уходом примеси в матрицу 

можно пренебречь ввиду малой емкости матрицы по срвнению с емкостью коллоидной 

подсистемы. В результате почти вся примесь оказывается сосредоточенной на 

коллоидах (6.99) и переносится вместе с ними согласно зависимостям (6.97). 

 

Приложение 

Для оценки скорости обмена примеси между раствором и адсорбирующими 

коллоидами воспользуемся газовым приближением (см., например, [83]). Именно, если 

среднее расстояние между коллоидами 1 3−ℵ  много больше их характерных размеров ρ

, 1 3 ρ−ℵ >> , диффузионный поток примеси на сферическую коллоидную частицу с 

характерным радиусом ρ  можно оценить из стационарного решения уравнения для 
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микроскопической, не усредненной концентрации c  с использованием граничных 

условий ( )1 3c r c−=ℵ =  и ( ) bc r c= ρ = . Здесь bc  - концентрация растворенной примеси 

вблизи поверхности коллоидной частицы, определяемая равновесием с 

адсорбированной компонентой; начало координат выбрано в центре частицы, и r r=
 . 

В итоге выражение для плотности потока на единицу поверхности частицы есть 

( )m bj D c c ρ= − . Умножая это выражение на площадь одной коллоидной частицы и на 

их концентрацию, для объемной плотности стока примеси получаем выражение 

 ( )bq c c τ= − , (6.106) 

где τ  определяется как 

 ( ) 14 mDτ π ρ −≈ ℵ . (6.107) 

Отметим также, что если скорость адсорбции определяется граничной 

кинетикой на поверхности коллоидных частиц, вид выражения (6.106) остается 

прежним, меняется только выражение для τ . 

Мы рассмотрим случай, когда концентрация примеси adc , адсорбированной на 

поверхности коллоидных частиц, много меньше концентрации насыщения. В этом 

случае можно считать, что концентрация примеси в растворе вблизи адсорбирующей 

поверхности коллоидной частицы линейно зависит от adc  [74]: 

 b adc cζ=  (6.108) 

Тогда, учитывая соотношение между поверхностной концентрацией 

адсорбированных частиц adc  и m : 

 24 adm c≅ πρ ℵ  (6.109) 

нетрудно получить связь между концентрацией примеси в растворе вблизи 

поверхности коллоидов bc  и средней концентрации примеси, сорбированной на 

поверхности коллоидов: 

 bc mσ=  (6.110) 

где 
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 24
ζσ

πρ
≈

ℵ
. (6.111) 

Если средняя концентрация в растворе c  равна bc , то есть примесь во всем 

объеме раствора находится в равновесии с адсорбированной примесью, то соотношение 

 c mσ= , (6.112) 

есть не что иное, как линейная изотерма, и σ  связана с коэффициентом распределения 

dcK  очевидным образом: 

 ( ) 1
c dcKσ ρ −= . (6.113) 

Если равновесие во всем объеме отсутствует, подстановка (6.110) в (6.106) 

приводит к окончательному выражению для стока: 

 ( )Q c mσ τ= − . (6.114) 

Таким образом, из формул (6.107) и (6.111) следует, что как время установления 

равновесия τ , так и константа равновесия σ  зависят и от концентрации, и от размеров 

коллоидных частиц. Поэтому одной массовой плотности коллоидов недостаточно для 

того, чтобы характеризовать свойства системы. Формулы (6.107) и (6.111) дают 

приближенное описание параметров τ  и σ , и в случае если распределение коллоидов 

по размерам достаточно узкое вблизи среднего размера ρ . Следует, однако, отметить, 

что сама система уравнений (6.1), (6.5) и (6.3) не зависит от конкретного вида 

выражений для  τ  и σ . 

 

 

 

183 
 



ГЛАВА 7 

ПЕРЕНОС В РЕГУЛЯРНЫХ ТЕЧЕНИЯХ, ОБУСЛОВЛЕННЫХ ТЕПЛОВОЙ 

КОНВЕКЦИЕЙ 

 

Проблема переноса пассивной примеси при развитой конвекции Рэлея-Бенара в 

слое жидкости, нагреваемом снизу, привлекает внимание исследователей вот уже 

несколько десятилетий. Данные процессы исследуются как для слоя свободной 

жидкости, так и для насыщенных пористых сред, и представляют как чисто 

теоретический  интерес (ускорение переноса в периодической системе ячеек с 

замкнутыми течениями), так и практическую важность. Например, конвекция Рэлея-

Бенара может возникать в геологическом слое над глубинными подземными 

захоронениями РАО, что обусловлено остаточным тепловыделением РАО, и интерес 

представляет влияния возникающих течений на перенос загрязнений в геологической 

среде. 

 Тип конвективного течения в слое свободной  жидкости и в насыщенной 

пористой среде во многом схожи и зависят от значения числа Рэлея R . Определение R  

для этих двух случаев несколько различаются. Для слоя свободной жидкости число 

Рэлея определяется как 
3g THR β

χν
∆

= ,  где g  есть ускорение свободного падения, β   - 

температурный коэффициент расширения, T∆   - перепад температуры между нижней и 

верхней поверхностями слоя, H  - толщина слоя, χ  - температуропроводность, ν  - 

вязкость жидкости. Для слоя пористой среды имеем g TkHR β
χν
∆′ = . В данном случае 

число Рэлея наряду с вышеперечисленными параметрами, зависит от  проницаемости 

пористой среды k . 

При малых числах Рэлея жидкость остается неподвижной, так что теплоперенос 

определяется чистой теплопроводностью (по жидкости или по жидкости и по остову), а 

перенос примеси – молекулярной диффузией в растворе.  

Начиная с некоторого критического значения, 1R , состояние покоя жидкости 

становится неустойчивым. Данное значение  для свободной жидкости приблизительно 

равно 1 1700R ≈  и определяется геометрией слоя и граничными условиями. Для 
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насыщенной пористой среды 2
1 4R π′ = . В результате, при 1R R> ,  формируются 

конвективные ячейки, способствующие более интенсивному переносу тепла от нижней 

к верхней поверхности слоя. В зависимости от геометрии слоя, условий на  границах 

слоя, числа Прандля исследуемой жидкости, зависимости вязкости жидкости от 

температуры, степени влияния на процесс поверхностного натяжения, возможно 

развитие ячеек двух типов [84]: 1) роллов (или валов), и 2) гексагональных ячеек (ниже 

ГЯ). Движение жидкости в таких ячейках (а следовательно, и адвекция примеси) 

происходит вдоль замкнутых линий тока, на масштабах порядка толщины слоя. Тем не 

менее, формирование таких устойчивых периодически расположенных замкнутых 

ячеек приводит к интенсификации переноса примеси в плоскости слоя.  

При дальнейшем увеличении числа Рэлея течение начинает флуктуировать, 

сохраняя в среднем замкнутый характер (как и для стационарного течения) в отдельных 

ячейках. Имеются экспериментальные исследования флуктуации РБ течения в случае 

цепочки роллов для свободной жидкости [85]. Флуктуации замкнутых циркулирующих 

течений в пористых средах исследовались с помощью ячеек Хеле-шоу [86] для одного 

вихря. В работе [85] было указано, что для слоя свободной жидкости флуктуационный 

режим начинается при 2 119R R≈ . При еще больших значениях числа Рэлея движение 

жидкости переходит в турбулентный режим. Флуктуации течения в ГЯ качественно 

описаны в [84]. 

Если в жидкости имеется примесь, то возникающие течения могут приводить к 

интенсификации переноса этой примеси вдоль слоя. Перенос примеси в условиях РБ 

конвекции активно исследовался экспериментально и теоретически для слоя свободной 

жидкости (см. [87] и указанную там литературу). Основное внимание исследователей 

уделялось переносу в условиях устойчивого течения в виде цепочки роллов (на границе 

между двумя роллами). Было показано, что существует характерное время 1τ , так что 

на временах больше 1τ  перенос вдоль цепочки роллов (в направлении 

перпендикулярном их оси) описывается классической диффузией с эффективным 

коэффициентом диффузии  

 effD d Pe≈  (7.1) 
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где d  есть молекулярный коэффициент диффузии примеси в растворе, а VHPe
d

=   есть 

число Пекле, определенное по характерной скорости течения жидкости в 

периферических слоях роллов. Вдоль оси роллов перенос, естественно, определяется 

молекулярной диффузией. На временах меньше 1τ , было предположено (см. [88]), что 

перенос описывается неклассической закономерностью, так что дисперсия примеси 

вдоль цепочки растет согласно 2 tγσ   с 1γ < . Согласно результатам работы [88], в 

случае со свободной жидкостью для показателя следует ожидать 2 3γ = . Для проверки 

этого был проведен эксперимент, в котором исследовался перенос растворенной 

примеси в цепочке вихрей [87]. Эти вихри создавались пропусканием электрического 

тока через жидкость, помещенную в пространственно модулированной магнитное поле. 

Результаты подтвердили, что имеет место интервал времени, в течение которого 

перенос происходит в неклассическом (субдиффузионном) режиме. Однако, на наш 

взгляд, ввиду указанной экспериментальной постановки и согласно приведенным 

данным (см. Рис. 6 работы [87]) невозможно окончательно сделать вывод о том, что 

закон 2 2 3~ tσ  описывает перенос примеси вдоль цепочки роллов при РБ конвекции.  

В работе [85] экспериментально исследован перенос примеси в интервале чисел 

Рэлея, когда течение в слое свободной жидкости становится флуктуирующим, при том, 

что средняя во времени структура течения (роллы) сохраняется. Были измерены 

характеристики течения и эффективный коэффициент диффузии примеси. Для 

описания увеличения коэффициента диффузии здесь же была предложена численная 

модель, основанная на том, что флуктуации нарушают замкнутый характер 

периферийных трубок тока. Это, в свою очередь, должно приводить к более 

интенсивному (чем вследствие молекулярной диффузиии) переходу частиц примеси из 

одной ячейки в соседнюю.  

Что касается переноса в условиях РБ конвекции в пористых средах, то здесь 

следует отметить теоретическую работу [89], в которой на основе скейлинговых 

соотношений для миграции одной частицы предсказывается также наличие двух 

интервалов времени, так что на больших временах справедлива классическая диффузия 

с характерным коэффициентом (7.1), а на малых временах – субдиффузия с 

показателем 1 2γ = . 
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Перенос в условиях развитой системы ГЯ (как для свободной жидкости, так и 

для пористых сред) экспериментально, по-видимому, не исследовался. Следует 

отметить указанное в работе [44]  утверждение, что в этом случае следует ожидать 

гораздо меньшего увеличения коэффициента диффузии, а именно lneffD d Pe≈ .  

Целью данной работы является построение модели двойной пористости (МДР) 

для описания переноса пассивной примеси при развитии конвекции РБ как для 

свободной жидкости, так и для насыщенных пористых сред. Следует подчеркнуть, что 

применение МДР не связано с наличием в среде  различных типов пористости. Термин 

двупористость означает  наличие двух различных подсистем частиц, определяемых 

структурой течения. Учитывая, что структура течения с точки зрения предлагаемой 

модели для обоих случаев одинакова, результаты будут в равной степени применимы 

как для свободной жидкости, так и для течения в пористой среде. 

Далее глава имеет следующую структуру. В разделе 7.1 будет рассмотрен 

перенос примеси в цепочке роллов, для значений чисел Рэлея, когда течение жидкости 

в цепочке устойчиво. Будет предложена модель и рассмотрены режимы переноса. 

Будет также описано поведение примеси на асимптотически больших расстояниях от 

источника. В разделе 7.2 на базе развитой модели будет проанализирован перенос, при 

значениях чисел Рэлея в диапазоне, когда имеют место существенные флуктуации 

скорости течения, но при этом среднее поле скоростей течения сохраняет вид 

замкнутых течений (роллов). В следующем разделе проанализирован процесс переноса 

примеси в периодической системе ГЯ. В разделе 7.4 рассмотрено возможное влияние 

на перенос примеси флуктуаций течения в ячейках Бенара. В разделе 7.5 данная модель 

применена к описанию переноса макроскопических частиц, подчиняющихся 

Броуновскому движению. В заключительном разделе приведены краткие выводы 

главы. 

 

7.1 Перенос примеси вдоль стационарной цепочки роллов 

Рассмотрим перенос примеси в условиях развитого конвективного течения в 

виде периодической цепочки роллов. Нас будет интересовать перенос в направлении 

вдоль цепочки (вдоль оси роллов имеет место обычная диффузия с коэффициентом d ). 

Миграция частиц примеси обусловлено двумя факторами: 1) адвекцией вдоль 

замкнутых внутри каждого ролла линий тока и 2) диффузии поперек линий тока (см. 
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Рис. 7.1). Переносом за счет диффузии вдоль линии тока мы пренебрегаем по 

сравнению с адвекцией. 

Естественно полагать, что линии тока с максимальной скоростью (обозначим ее 

через V ) находятся вблизи периферии ролла [88]. Точное их расположение зависит от 

граничных условий, но для нашей модели это не существенно. Важно, однако, что эти 

линии тока проходят в непосредственной близости от границы двух роллов. 

Проходя вдоль вертикальной границы двух соседних роллов (от точки 1 до 

точки 2 на Рис. 7.1), частица может в результате диффузии перейти из одного ролла в 

соседний.  

 

Рис. 7.1. Структура конвективного течения для периодической цепочки роллов. 

 

Время прохождения частицы вдоль границы двух роллов (из точки 1 в точку 2 

на Рис. 7.1) составляет 

 c H Vτ ≈   (7.2) 

Оно определяет характерную толщину пограничного слоя (трубки тока на периферии 

ролла) w , из которого частица может перейти в соседнюю ячейку. Так как время 

диффузии на расстояние w  есть 

 2
d w dτ ≈ ,  (7.3) 

2 

1 

H
 

w
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то приравнивая характерные времена d cτ τ≈ , получаем 

 
1
2

c
dHw d H Pe
V

τ
−

≈ ≈ = ⋅ .  (7.4) 

Здесь HVPe
d

=  есть введенное выше число Пекле. Интерес представляет случай 

1Pe , который мы и рассматриваем, поэтому w H . 

Процесс перехода в соседний ролл является случайным. Частица в результате 

диффузии может как пересечь границу, так и остаться в исходном ролле. В последнем 

случае в процессе движения вдоль трубки тока она может остаться в пограничной 

трубке тока толщиной w , либо в результате диффузии уйти вглубь ролла. В данной 

работе рассматривается случай, когда верхняя и нижняя поверхности слоя являются 

непроницаемыми. Оставшиеся в пограничной трубке тока частицы переносятся к 

противоположной границе. У противоположной границы двух роллов частицы примеси 

могут, опять-таки случайным образом, перейти в соседний ролл.  

В итоге, на масштабах существенно превышающих размеры ролла H  частицы, 

находящиеся в трубках тока пограничного слоя толщиной w , совершают хаотические 

скачки влево и вправо на расстояние равное размеру ролла с частотой 1
cτ
−  . Это может 

быть описано как процесс одномерной (вдоль цепочки роллов) диффузии с 

коэффициентом 

 2
cD H τ≈ .  (7.5) 

Частицы примеси, находящиеся во внутренних областях роллов вне слоя 

толщины w , непосредственно не участвуют в переносе примеси между роллами. В 

этом смысле внутренние области роллов являются ловушками. Обмен между 

пограничной трубкой тока и внутренней областью ролла определяется диффузией с 

коэффициентом диффузии d   примеси в радиальном направлении. 

Таким образом, в слое, занимаемом роллами, можно выделить две подобласти: 

1) совокупность пограничных слоев толщиной w  в роллах, и 2) совокупность 

внутренних областей роллов. Частицы в области 1 совершают замкнутые (на 

масштабах радиуса роллов) движения и случайные перескоки между соседними 

роллами. Движение частиц во внутренних областях ограниченно масштабами ролла, и 

для того, чтобы перейти в соседний ролл, они должны перейти в область 1.  
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Поэтому при анализе переноса примеси по цепочке роллов можно 

воспользоваться моделью, аналогичной неравновесной модели «двойной пористости», 

развитой в главе 5 применительно к описанию переноса растворенной примеси в 

геологических средах.  

 В рамках данной модели вся совокупность частиц примеси разбивается на две 

подсистемы: 1) подсистему частиц, сосредоточенных в пограничных слоях роллов 

толщиной w , и 2) подсистему частиц во внутренних областях роллов. Для 

концентрации c  частиц в первой подсистеме (в дальнейшем будем называть их 

активными частицами) на временах, когда размер облака примеси существенно 

превосходит размер ролла, справедливо одномерное уравнение переноса 

 
2

2

c cD Q
t x
∂ ∂

− = −
∂ ∂

. (7.6) 

Здесь D   есть коэффициент диффузии, определяемый соотношением (7.5), а Q  

описывает обмен примесью между подсистемой 1 и ловушками.  

Будем решать задачу с начальным условием  

 ( )00t
c c x

=
= , (7.7) 

что соответствует тому, что в начальный момент примесь сосредоточена в подсистеме 

1 (например, сконцентрирована вблизи нижней поверхности слоя) 

Нас будут интересовать режимы переноса, которые будем описывать двумя 

величинами: полным количеством активных частиц 

 ( ) ( ),N t c x t dx= ∫ ,  (7.8) 

и  дисперсией примеси вдоль оси x : 

 ( )2 1 2 ,N x c x t dxσ −= ∫ .  (7.9) 

В дальнейшем нам будет удобно перейти в представление Фурье-Лапласа, так 

что Фурье-Лаплас образ концентрации определяется как 

 ( ) ( ),
0

, expp kc c x t pt ikx dtdx
∞ +∞

−∞

= − −∫ ∫ .  (7.10) 

Отметим, что в этом представлении величины (7.8) и (7.9) выражаются через 

нулевую Фурье-гармонику образа концентрации 
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 ( ) ( ), 0
exp , Re 0

2

i

p k k
i

dpN t c pt
i

α

α

α
π

+ ∞

=
− ∞

= >∫ ,  (7.11) 

 ( ) ( )
2

,2 1
2

0

exp , Re 0
2

i
p k

i k

c dpt N pt
k i

α

α

σ α
π

+ ∞
−

− ∞ =

∂
= − >

∂∫ .  (7.12) 

В представлении Фурье-Лапласа решение уравнения (7.6) принимает вид 

 ( ) 12
, 0p k k pc c p Dk

−
= + Λ + , (7.13) 

где 0kc  есть Фурье образ начального распределения ( )0c x , а pΛ  есть так называемая 

функция памяти, определяемая из соотношения , ,p k p p kQ c= Λ  .  

Для определения ( ),Q x t  решается задача диффузии примеси внутри области 2 

ограниченной условной поверхностью, разделяющей области 1 и 2 внутри одного 

ролла. Уравнение диффузии для концентрации n  во внутренней области 2 имеет вид: 

 n d n
t

∂
= ∆

∂
.  (7.14) 

Кроме того, должны выполняться граничные условия: 1)  равенство 

концентраций c  и n  на поверхности раздела пограничного слоя и внутренней области, 

и 2) ограниченности концентрации внутри области 2. Как указано выше, мы 

рассматриваем времена, когда характерный размер облака примеси много больше 

размеров ролла. Поэтому в первом граничном условии концентрацию c  можно считать 

постоянной вдоль поверхности раздела подобластей 1 и 2 внутри одного ролла, хотя, 

конечно, и зависящей от времени. 

В начальный момент времени примесь во внутренних областях роллов 

отсутствует: 
0

0
t

n
=
=  . 

Из решения данной задачи, находим поток примеси из области 1 во внутреннюю 

область одного ролла: ( )
S

J d n dS= − ∇∫ , где S  означает поверхность, отделяющая 

пограничный слой 1 от внутренней области ролла 2. Поделив J   на объем одного 

ролла, получаем Q  .  

Аналогично, как и в главе 5, для pΛ  получаем следующие асимптотики 
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, 1,

, 1.

H
d

p

H
H

d

p p

p p

τ
τ

τ τ
τ



Λ ≈ 








. (7.15) 

Здесь введено новое характерное время 

 
2

H
H
d

τ = . (7.16) 

Данная величина определяет время, в течение которого выравнивается концентрация на 

масштабах одного ролла. 

 Подстановка решения (7.13) с учетом (7.15) в (7.11) и (7.12) позволяет получить 

следующие режимы переноса примеси в системе. 

 В диапазоне времен d Htτ τ<< << , когда асимптотика функции памяти дается 

первым выражением (7.15), имеет место режим субдиффузии. Именно, число активных 

частиц примеси и их дисперсия описываются зависимостями 

 ( ) 0
dN t N
t

τ
π

≅ ,  (7.17) 

 ( )2 2 dt D tσ πτ≅ .  (7.18) 

Таким образом, размер облака примеси растет со временем пропорционально 1 4t .  

 Здесь и далее ( )0 0N c x dx
+∞

−∞

= ∫ . 

 Подставляя выражение для D  (7.5) и d c
H
V

τ τ= = , приходим к следующим 

выражениям 

 ( ) 0
HN t N
Vtπ

≅ ,  (7.19) 

 ( )2 2 Ht HV t
V

σ π≅ .  (7.20) 
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 Таким образом, в данном временном интервале реализуется неклассический, 

субдиффузионный режим, существование которого качественно подтверждается 

результатами работы [87]. 

На больших временах, Ht τ>> , количество активных частиц становится 

постоянным 

 ( ) 0
d

H

N t N τ
τ

≅ , (7.21) 

и реализуется режим классической диффузии с эффективным коэффициентом 

диффузии 

 d
eff

H

D D τ
τ

≅ , (7.22) 

так что 

 2 2 effD tσ ≅ .  (7.23) 

Учитывая, что d

H

w Pe
H

τ
τ

= ≅ , для эффективного коэффициента диффузии 

приходим к формуле  

 effD d Pe≈ , (7.24) 

полученной, как указано во введении, в рамках других моделей (см. [90] и указанную 

там литературу). 

 Отметим, также, что эффективный коэффициент диффузии равен коэффициенту 

диффузии активных частиц D  , умноженному на долю объема ими занимаемую w
H

: 

 eff
wD D
H

≅ . (7.25) 

  

На Рис. 7.2 изображено поведение дисперсии примеси от времени 
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Рис. 7.2.  Схематическое изображение зависимости дисперсии частиц примеси от 

времени в цепочке роллов. 

 

В рамках развитой модели можно также получить оценку для концентрации 

примеси на расстояниях много больше размера облака примеси: 2x σ>> . Для этого  

выполним обратное Фурье-Лаплас преобразование по формуле 

 ( ) ( ),, exp , Re 0
2 2

i

p k
i

dk dpc x t c pt ikx
i

α

α

α
π π

+ ∞ +∞

− ∞ −∞

= + >∫ ∫ . (7.26) 

Интегрирование (7.26) по волновому вектору определяется вычетом в точке 

0
pp

k i
D
+ Λ

=  (для определенности рассматриваем область 0x > ). После этого 

интеграл по переменной Лапласа оцениваем методом перевала. 

В итоге в диапазоне времен d Htτ τ<< <<  хвост концентрации при 

2 dx D tπ τ>>  имеет вид 

dτ  Hτ  

2σ  

t  

t  

t  
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 ( )
1 4

1 53 3
0 3 32, 2 exp 3

3 4
dNc x t
tDt
τ ηη

π
−

 
    ≈ −       

 

, (7.27) 

где 
( )1 41 2

d

x
D t

η
τ

= . Следует подчеркнуть, что в силу того, что модель применима на 

временах dt τ>> , данное выражение справедливо только на расстояниях 
d

Dx t
τ

<< . 

 На временах Ht τ>>   хвост концентрации становится двухступенчатым и 

описывается выражением 

 ( )
2

0
1, exp

44
d

H effeff

xc x t N
D tD t

τ
τ π

 
≈ −  

 
 при 3

d
eff

H

D t x D tτ
τ

<< <<  (7.28) 

и выражением (7.27) при 3
d

H d

DD t x tτ
τ τ

<< << . 

 

 

7.2 Флуктуирующая цепочка роллов 

При увеличении числа Рэлея течение начинает флуктуировать. В работе [8] 

проводились эксперименты в диапазоне чисел Рэлея от 1 19R R =  (когда начинались 

временные флуктуации в ячейках) до 1 32R R =  и было показано следующее. Поле 

скоростей, усредненное по времени на интервалах много больших времен флуктуаций, 

сохраняет вид характерный для картины устойчивого конвективного течения в цепочке 

роллов. В частности течение в периферической области роллов имеет вид замкнутых 

трубок тока. Флуктуации скорости характеризовались периодом fτ  и амплитудой v∆ . 

Флуктуации скорости измерялись как для вертикальной компоненты скорости (в 

различных точках внутри ролла), так и для горизонтальной. В последнем случае 

измерялась скорость границы ячеек. Из представленных в [85] результатов следует, что 

характерные амплитуды флуктуаций для обеих компонент были одного порядка, и в 

проведенных экспериментах лежали в диапазоне от 5 до 15% от значений скорости 

течения в периферической области роллов. 
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Из описанной экспериментальной картины течения следует, что в данном 

диапазоне чисел Рэлея можно также применить развитую выше модель «двойной 

пористости». Отличие от стационарного случая состоит в том, что вместо 

коэффициента молекулярной диффузии d  в формулах для dτ , Hτ  и числа Пекле 

следует использовать эффективный коэффициент диффузии, определяемый 

флуктуациями скорости: 

 ( )2
fd v τ≈ ∆ . (7.29) 

В частности, замена d  на d  в формуле (7.24) для эффективного коэффициента 

диффузии приводит к выражению 

 eff fD HVd v HVτ≈ ≈ ∆ , (7.30) 

откуда в явном виде следует, что эффективный коэффициент диффузии растет линейно 

с амплитудой флуктуации скорости v∆ . Данная зависимость согласуется с 

результатами, полученными в [85] (см. Рис. 5 работы [84]). 

Подставляя данные работы [85], 1H  см, 0,1V   см/с, 10fτ   с, 210v −∆   см/с,  

получаем оценку для эффективного коэффициента диффузии 210effD −
  см2/с, что 

неплохо согласуется с экспериментальной величиной 33 10effD −⋅  см2/с. 

Таким образом, можно утверждать, что в интервале чисел Рэлея, 19 32crR R< < , 

перенос примеси по цепочке роллов описывается классической диффузией с 

эффективным коэффициентом диффузии effD , определенном в (7.30). Аналогично как и 

в случае стационарной РБ конвекции данный режим имеет место при 
2

H
Ht
d

τ>> =



. На 

временах c Htτ τ<< <<   следует ожидать режим субдиффузии типа (7.20). К сожалению 

экспериментальных данных для этого случая нет. 

Отметим, что в работе [85] для оценки effD  была предложена численная модель, 

в которой effD  определялась на основе усреднения движения отдельных частиц. 

Движение отдельных частиц описывалось модельной функцией тока, имеющей вид 

( )2sin sin
f

k x B t W zπψ
τ

    +         
 . Здесь z  есть координата, направленная вверх, 
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функция ( )W z  удовлетворяет соответствующим граничным условиям на верхней и 

нижней границах слоя, а B  определяет амплитуду флуктуаций скорости (см., также, 

[2]). Видно, что как и в нашей модели, те же самые экспериментально определяемые 

параметры ( fτ  и v∆ ) используются для определения движения частиц.  

 

7.3 Эффективный коэффициент диффузии при переносе по системе 

гексагональных ячеек  

Рассмотрим применение модели двойной пористости для описания переноса по 

системе ГЯ. В данном разделе мы рассматриваем времена Ht τ>> , где Hτ  определяется 

по высоте ГЯ равной H . На этих временах концентрация примеси на масштабе одной 

ГЯ приблизительно постоянна. Аналогично, как и в случае цепочки роллов можно 

попробовать выделить группу активных частиц, совершающих прыжки из одной ГЯ в 

другую и приводящих к эффективной диффузии примеси с увеличенным 

коэффициентом диффузии. 

Рассмотрим частицу, движущуюся вдоль замкнутой пограничной трубки тока. 

Как следует из картины течения, переход примеси из одной замкнутой пограничной 

трубки тока в другую пограничную трубку может происходить в двух качественно 

различных местах (см. Рис. 7.3.): 1) из пограничной трубки тока одной ГЯ в 

пограничную трубку тока другой ГЯ (точка A  на Рис. 7.3.), и 2) из пограничной трубки 

тока одного сектора (см. Рис. 7.4) в пограничную трубку другого сектора внутри одной 

ГЯ (точка B  Рис. 7.3).  
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Рис. 7.3. Линии тока при развитой конвекции в виде периодической системы 

гексагональных ячеек. 

 

Условие обоих переходов является, как и прежде, равенством двух времен: а)  

времени диффузионного преодоления поперечного сечения трубки тока, и б) времени 

пролета c
H
V

τ ≈  вдоль пограничной области. Полагая, что скорость течения вдоль 

замкнутой трубки тока меняется слабо, из сохранения потока для несжимаемой 

жидкости имеем, что толщина трубки тока на периферии w  и в центре W   ЯБ связаны 

соотношением 

 2W Hw w≈ >> . (7.31) 

Поэтому процессом, определяющим скорость перескоков частицы на расстояния 

порядка H , является диффузия частицы на толщину погрантрубки в центре ГЯ за 

время:  

 
2

d
W
d

τ ≈ .  (7.32) 

Равенство d cτ τ≈  дает оценку на толщину трубки тока в центре ЯБ, содержащей 

активные частицы: 

B  

A  

w  
W  
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dHW
V

≈ .  (7.33) 

Учитывая, что доля активных частиц приблизительно есть 
2

2

W
H

, аналогично 

формуле (7.25) (в которой надо w
H

 заменить на 
2

2

W
H

) получаем 

 
2

2 2

1
eff

W dHD D HV d
H V H

≈ ≈ = .  (7.34) 

Таким образом, в нулевом приближении наличие конвективных течений не 

приводит к ускорению диффузии в системе. 

При более тщательном анализе, легко заметить, что в отличие от случая роллов 

частицы, не принадлежащие рассмотренной пограничной трубке тока, вообще говоря, 

не являются пассивными. Действительно, рассмотрим частицы принадлежащие 

трубкам тока, отстоящим от центра ЯБ на расстояние W , такие что 

 1W W W< < ,  (7.35) 

где 

 
1
4

1 2 dW H
HV

 ≈  
 

.  (7.36) 

Нетрудно видеть, что в силу правого неравенства условия (7.35) на временах 

ct τ>  частицы, принадлежащие этим трубкам тока, обобществляются между трубками 

тока двух секторов соседних ГЯ, показанных на Рис. 7.4, OBC  и O BC′ , так что среднее 

по времени положение этих частиц соответствует точке A .  

Как следует из геометрии гексагональных ЯБ, диффузия частиц в плоскости, 

показанной на Рис. 7.4, может привести к переходу из одного сектора (OBC ) в 

соседний (OCF ) в пределах одной ЯБ. Рассмотрим систему частиц, принадлежащих 

совокупности трубок тока, граница которых отстоит от центра ЯБ (точки O ) на 

расстояние W . Характерное время, необходимое для перехода частицы из одного 

сектора в другой определяется средней толщиной данных секторов, которое с 

точностью до числа определяется W . Это дает оценку  

199 
 



 
2

W
W
d

τ ≈


.  (7.37) 

 

 

Рис. 7.4. Иллюстрация к процессу перехода частиц между секторами одной ГЯ. 

 

После перехода в соседний сектор OBF  среднее положение частицы с учетом 

условия (7.35) соответствует уже точке A′ . То есть за время Wτ  частица совершает 

скачок на расстояние 
3

H Hπ
≈ . В итоге для частиц, принадлежащих совокупности 

трубок тока, характеризуемых W , можно приписать эффективный коэффициент 

диффузии 
2

W
W

HD
τ

≈ . Соответственно, средний коэффициент диффузии для всех частиц 

есть 

 
1 1

2

2 2 ln
2

W W

eff W
W W

WdW dW dD D d Pe
H W

≈ ≈ ≈∫ ∫
  



,  (7.38) 

A  

A′  

O  

O′  
B  

C  

F  A′′  
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что с точностью до 1 2  совпадает с оценкой указанной А.М. Дыхне (см. [44]). В силу 

приближений модели, данное различие, по-видимому, не существенно. 

 

7.4 Влияние флуктуаций на перенос по системе гексагональных ячеек 

С увеличением числа Рэлея течение в ГЯ начинает флуктуировать. К 

сожалению, экспериментально данный вопрос исследован не так подробно как для 

роллов, поэтому в данном случае для описания усиления переноса можно рассмотреть 

лишь качественную оценку. Как и в предыдущем разделе, мы рассматриваем времена 

Ht τ>> . В соответствии с данными [84], нарушение регулярного течения касается в 

первую очередь области вблизи центра ГЯ. На Рис. 7.5 приведена иллюстрация 

эволюции течения в этом случае, взятая из работы [84]. Будем считать, что данные 

флуктуации затрагивают область с радиусом порядка l , и характерное время 

перемешивания жидкости в этой области составляет lτ . В случае если l  лежит в 

диапазоне 1W l W<< << , то можно считать, что доля активных частиц составляет 

 
2

2

N l
N H
∆

≈ ,  (7.39) 

причем в силу условия 1l W<<  среднее положение активной частицы до скачка 

определяется точкой A  (Рис. 7.4). Перемешивание в центральной области в результате 

гидродинамических флуктуаций происходит гораздо быстрее, чем вследствие 

молекулярной диффузии, поэтому естественно положить 

 
2

l
l
d

τ << .  (7.40) 

В результате перемешивания в центральной области ЯБ частицы будут 

переходить в другие сектора ЯБ, что, тем самым, приводит к их скачкам в точки A′ , то 

есть на расстояния порядка H . Таким образом, парциальный  коэффициент диффузии 

для активных частиц будет 

 
2

l
l

HD
τ

≈ ,  (7.41) 

а эффективный коэффициент диффузии в данном случае определиться выражением 
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2 2 2

2eff l
l l

N H l lD D
N Hτ τ
∆

= ≈ = ,  (7.42) 

откуда в силу условия (7.40) имеем effD d>> . 

Если l  окажется больше 1W  (условие 1l W<<  не выполняется), то оценка 

парциального коэффициента диффузии (7.41) справедлива только для доли частиц 
2

1
2

WN
N H
′∆
≈  (вместо (7.39)). В итоге для эффективного коэффициента имеем  

 
2

1
eff

l

WD
τ

≈ . (7.43) 

 

 

Рис. 7.5 Качественная картина флуктуаций течения в системе гексагональных 

ячеек. Точка O  соответствует центру ГЯ. 2 1t t>  . 

 

7.5 Применение модели к описанию переноса макроскопических частиц 

Развитая модель также может быть применена к случаю, когда роль примеси 

играют макроскопические броуновские частицы. Как для случая свободной жидкости, 

1t  

2t  

O  l   l−
  

l   l−
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так и насыщенной пористой среды основное изменение модели состоит в подстановке 

вместо d  нового коэффициента диффузии d ∗ . Выражение для d ∗  можно написать 

исходя из соотношения Эйнштейна для связи подвижности броуновской частицы с ее 

коэффициентом диффузии и формулы Стокса для подвижности макрочастицы радиуса 

R  в жидкой среде: 

 *

6
B

l

k Td
Rπρν

= ,  (7.44) 

где T  есть температура жидкости, Bk  - константа Больцмана, lρ  - плотность, ν  - 

вязкость жидкости.  

Условие применимости модели состоит в том, что отличие скорости движения 

частицы от локальной скорости жидкости Vδ , обусловленное архимедовой силой, 
22

9
l p

l

R gV
ρ ρ

δ
ν ρ

−
≈ , где pρ  – плотность вещества частицы, должно быть много меньше 

самой скорости. Это приводит к следующему критерию 

 
22 1

9
l p

l

R g
V

ρ ρ
ν ρ

−
<< .  (7.45) 

Если это условие выполнено, то для цепочки роллов миграция частиц описывается 

следующим образом. Для случая стационарного течения (раздел 7.1) на временах 

*
c Htτ τ<< << , где 

2
*

*H H
H
d

τ τ= >> , имеет место субдиффузия, которая описывается, как и 

раньше, соотношением (7.20).  На временах *
Ht τ>>  перенос описывается классической 

диффузией, так что 

 2 *2 effD tσ = ,  (7.46) 

где 

 * * *
effD d Pe= ,  (7.47) 

*
*

VHPe
d

= . Отсюда легко видеть, что 

 * * 1~ ~effD d
R

.  (7.48) 
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 Для случая флуктуирующей цепочки роллов коэффициент диффузии частиц *d  

(и, следовательно, R ) не входят в формулы модели. Однако размер частиц может 

влиять на параметры переноса (например, effD ) через величины v∆  и fτ , которые в 

нашей модели находятся из эксперимента. 

Аналогично для переноса частиц по решетке гексагональных ячеек 

эффективный коэффициент диффузии при устойчивом течении описывается 

выражением (7.38). Для случая флуктуирующих ячеек выражения (7.42) и (7.43) 

справедливы, где l  и lτ  должны быть определены из эксперимента, а величина 1W  

должна быть заменена на 

1
* 4

*
1 2 dW H

HV
 

=  
 

. 

Для переноса макроскопических частиц в насыщенных пористых средах 

справедливы все указанные выше выводы, если размер частиц много меньше 

характерной апертуры каналов пористой среды по которым происходит просачивание. 

  

7.6 Обсуждение и выводы 

В данной главе рассмотрен перенос примеси в условиях развитой конвекции 

Рэлея-Бенара в слое жидкости, нагреваемой снизу. Показано, что в силу геометрии 

формирующегося течения всю совокупность частиц примеси можно разбить на 

подсистемы, обладающие разными свойствами с точки зрения переноса. Именно, 

можно выделить а) подсистему активных частиц, принадлежащих погранслоям 

формирующихся замкнутых течений, и способных быстро перемещаться от одной 

ячейки к другой, и б) подсистему пассивных частиц, занимающих внутренние области 

ячеек, которые играют роль ловушек. Такое разбиение позволяет для описания 

переноса развить модель типа неравновесной модели двойной пористости. В 

зависимости от типа установившегося течения (роллы либо гексагональные ячейки) и 

его стационарности (не зависящее от времени, либо сильно флуктуирующее) перенос 

примеси может обладать следующими характеристиками. 

В случае, когда течение имеет вид стационарной периодической цепочки 

роллов, имеются два четко определенных временных интервала. В первом (более 

раннем) интервале, верхняя граница Hτ  которого определяется временем выравнивания 

концентрации на масштабах ячейки, перенос происходит в субдиффузионном режиме, 
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так что размер облака примеси растет пропорционально 1 4t . Верхняя граница этого 

временного интервала, Hτ , определяется условием, что на масштабе ячейки 

концентрация выравнивается. На временах больших Hτ  субдиффузионный режим 

переходит в режим классической диффузии с эффективным коэффициентом 

effD d Pe≈ . Получена оценка концентрации примеси  на расстояниях много больше 

размера основного облака (в «хвосте»). В течение первого временного интервала хвост 

концентрации имеет вид растянутой экспоненты. На поздней стадии хвост становится 

двухступенчатым. Полученные зависимости справедливы для переноса примеси при 

конвекции ЯБ как в слое свободной жидкости, так и в насыщенной пористой среде, 

поскольку активная и пассивная подсистемы имеют в обоих случаях один и тот же вид. 

При более высоких значениях чисел Рэлея, в интервале 19 32crR R< < , согласно  

[85] течение в роллах становится флуктуирующим, хотя в среднем сохраняет вид 

замкнутых ячеек. В этом случае развитая модель предсказывает линейный рост 

эффективного коэффициента диффузии с увеличением амплитуды флуктуаций. Это 

следует из того, что при наличии флуктуаций скорости с амплитудой v∆  и периодом 

fτ  вместо коэффициента молекулярной диффузии d   в формулах модели следует 

использовать эффективный коэффициент ( )2
fd v τ≈ ∆ . Эффективный коэффициент 

диффузии ( eff fD v HVτ≈ ∆ , где параметры V , v∆ , и fτ  должны быть измерены на 

эксперименте) для этого случая дают неплохое согласие с результатами эксперимента 

[85].  

В периодической решетке гексагональных ячеек, геометрия течения такова, что 

миграция частиц в активной подсистеме определяется областью вблизи центров ячеек 

(а не на границе между ячейками). В итоге увеличение эффективного коэффициента 

диффузии оказывается пропорционально не корню, а логарифму числа Пекле. Однако, 

в области чисел Рэлея, когда течение в ячейках становится флуктуирующим, 

увеличение effD  может быть значительным. Данное утверждение следует из 

экспериментальных данных приведенных в [84], где указано что флуктуации течения  

будут перемешивать области вблизи центров ГЯ. Вводя характерный размер области 

перемешивания l  и характерное время перемешивания lτ , были получены выражения 
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для эффективного коэффициента диффузии 2
eff lD l τ≈  для случая 1 4l H Pe−<< ⋅ , и 

( )2
eff lD H Peτ≈  в обратном пределе. 

Все полученные выше результаты для переноса растворенной примеси 

справедливы как для РБ течения в слое свободной жидкости, так и в насыщенной 

пористой среде. Но также они применимы и для переноса макроскопических 

броуновских частиц, при условии, что силы плавучести не приводят к существенному 

отличию скорости частиц от локальной скорости жидкости. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные результаты работы состоят в следующем. 

1. В рамках простой и обобщенной моделей Дыхне исследованы режимы 

переноса и связь между этими режимами и асимптотическим поведением концентрации 

(на расстояниях от источника много больше основной области локализации примеси). 

Для случая, когда хорошо проницаемая среда имеет вид прямого цилиндра показано, 

что окончательным всегда является режим медленной классической диффузии, 

определяемый свойствами слабопроницаемой среды (в отличие от 

плоскопараллельного слоя, где окончательный режим зависит от соотношения между 

параметрами среды). Установлено, что для всех режимов асимптотика концентрации 

имеет экспоненциальный вид. Если с течением времени происходит смена режимов, то 

асимптотика на поздних временах становится многоступенчатой, так что более далекие 

ступени определяются более ранними режимами переноса.  Эти выводы были нами 

подтверждены во всех других физических моделях и являются универсальными. 

2. Исследованы характеристики процессов переноса в модели случайной 

адвекции для фрактальных сред с конечной пространственной длиной корреляции и в 

присутствии динамических флуктуаций поля скоростей адвекции. При достаточно 

медленном убывании корреляций скорости, на относительно ранних временах перенос 

происходит в режиме супердиффузии, а на поздних - реализуется режим классической 

диффузии. На поздних временах, в соответствии с установленной общей 

закономерностью, концентрационная асимптотика состоит из двух ступеней. Ближняя 

ступень имеет классическую гауссову форму, а дальняя – форму сжатой экспоненты, 

отвечающей режиму супердиффузии. Динамические флуктуации скорости адвекции не 

приводят к изменению выводов стационарной теории. 

3. Построена модель случайной адвекции с одноосной анизотропией. 

Систематика режимов переноса зависит от степени анизотропии. При умеренной 

анизотропии перенос происходит в супердиффузионном режиме по всем направлениям. 

При сильной анизотропии, вдоль оси (параллельно средней скорости адвекции) 

реализуется супердиффузионный режим, а в поперечном направлении – классическая 

диффузия. В обоих случаях асимптотическое поведение концентрации не является 

гауссовым ни в одном из направлений. Вдоль оси анизотропии имеет место 
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аномальный дрейф, так что среднее смещение частиц пропорционально размеру облака 

примеси в этом направлении и растет со временем по супердиффузионному закону.   

4. Развита модель переноса примеси, обусловленного адвекцией и диффузией в 

перколяционных средах с конечной длиной корреляции, в которых характер переноса 

определяется как фрактальными свойствами среды, так и наличием ловушек: мертвых 

концов перколяционного кластера, и окружающей его пористой матрицы.  Возникают 

четыре временных интервала, в каждом из которых указанные факторы проявляются 

по-своему. На малых временах перенос происходит в режиме супердиффузии, 

обусловленном адвекцией примеси по остову перколяционного кластера. Далее, 

вследствие действия ловушек, перенос замедляется, и может реализоваться как супер-, 

так и субдиффузия. В следующем временном интервале, когда размер облака примеси 

превосходит корреляционную длину, но ловушки еще не насыщены, в направлении 

вдоль средней скорости также возможна как супер-, так и субдиффузия, а в поперечном 

направлении - субдиффузия. На самых поздних временах перенос описывается 

классической адвекцией-диффузией. 

5. Развита модель переноса примеси в статистически однородных двупористых  

средах. В зависимости от значения характерных времен задачи, и от рассматриваемого 

временного интервала перенос может быть описан семью различными режимами: 

классической диффузией, классической адвекцией-диффузией, адвекцией со степенным 

шлейфом, квазидиффузией, субдиффузией, и двумя типами медленной адвекции. 

Определены интервалы времени, в течение которых поведение является 

неклассическим. Указан диапазон параметров задачи, когда на больших временах, в 

условиях приближенного равновесия между сильно и слабопроницаемыми 

подсистемами, поведение примеси может отличаться от предсказаний общепринятой 

равновесной модели. Учет сорбции примеси на поверхности каналов приводит лишь к 

переопределению характерных времен, оставляя все выводы модели без изменения. 

6. Развита модель коллоидно-усиленного переноса примеси в резко контрастных 

средах трех типов: регулярно-неоднородных, фрактальных и статистически 

однородных. Наличие коллоидных частиц, адсорбирующих примесь, приводит к 

временному подавлению действия ловушек, в результате чего усиливается перенос 

примеси на большие расстояния. В случае сильной сорбции существует интервал 

времени, в течение которого практически вся примесь оказывается сосредоточенной на 

коллоидах и переносится вместе с ними. При этом режим переноса определяется типом 
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среды: для регулярно неоднородных и статистически однородных сред – это дрейф с 

постоянной скоростью, а для фрактальных сред – супердиффузия. Окончательным 

режимом на поздних временах становится один из режимов - адвекция-диффузия, 

субдиффузия или квазидиффузия. 

7. Развита модель переноса примеси в условиях конвекции Рэлея-Бенара в слое 

жидкости, подогреваемой снизу. Характеристики переноса определяются структурой 

течения (роллы либо гексагональные ячейки) и зависимостью течения от времени. Для 

стационарной цепочки роллов на ранних временах перенос происходит в 

субдиффузионном режиме, так что размер облака примеси растет со временем 

пропорционально 1 4t . На поздних временах реализуется режим классической 

диффузии с эффективным коэффициентом, пропорциональным корню из числа Пекле.  

При больших числах Рэлея, когда течение в роллах флуктуирует, эффективный 

коэффициент диффузии  effD  пропорционален амплитуде флуктуаций скорости. В 

решетке стационарных гексагональных ячеек эффективный коэффициент диффузии 

пропорционален логарифму числа Пекле. Когда течение в ячейках становится 

флуктуирующим, увеличение effD  может быть значительным и определяется 

характерными временем и размером области перемешивания в центрах гексагональных 

ячеек. Полученные зависимости справедливы для переноса примеси при конвекции РБ 

как в слое свободной жидкости, так и в насыщенной пористой среде.  

 

Перспективы дальнейшей разработки темы диссертации связаны, в первую 

очередь, с применением разработанных теоретических моделей к описанию процессов 

переноса в конкретных геологических средах различного типа, а также с созданием на 

базе развитых представлений численных кодов. 

 

В заключение пользуюсь случаем принести искреннюю благодарность моему 

учителю Петру Сергеевичу Кондратенко за постоянный интерес к работе, 

многочисленные полезные обсуждения и помощь, оказанную им на всех этапах 

выполнения работы. 

Я благодарен Леониду Александровичу Большову за инициирование 

исследований по данной проблеме, поддержку и конструктивный интерес к работе. 
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благодарен. 

Также хочу поблагодарить Михаила Сергеевича Вещунова, общение с которым 
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